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ADSTRACT 

Let C be a generically smooth, locally complete intersection curve 

defined over an algebraically closed field k of characteristic p _> 0. Let 

G C Aut} C be a finite group of automorphisms of C. We develop a 

theory of G-equivariant deformations of the Galois cover C -* C/G. We 

give a thorough study of the local obstructions, those localized at singular 

or widely ramified points, to deform equivariantly a cover. As an appli- 

cation, we discuss the case of G-equivariant deformations of semistabie 

c u r v e s .  

1. In tr od u c t ion  

Pour @tudier le groupe fondamental d'une courbe alg@brique en caract@ristique 

p > 0, une des m@thodes fondamentales est la construction de rev@tements 

par rel~vement ou par @paississement ([HaSt], [Ga], [GrMa], [He]). Ce proc@d~ 

permet d'obtenir un rel~vement global s partir de rel~vements locaux autour 

des points de ramification. Pour obtenir une mMtrise complete du processus 

de rel~vement, il faut une approche infinit@simale. L'objet de ce travail est de 

montrer que la th~orie des d@formations ~quivariantes, ~ la Schlessinger, expos~e 
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d 'un point de vue g6n6ral par Illusie ([I1]), permet d'unifier ces constructions, y 

compris lorsque la courbe d6g@n6re en une courbe semi-stable. 

Soit C une courbe r@duite connexe localement d'intersection compl6te d@finie 

sur un corps k alg6briquement clos de caract@ristique p > 0. Soit G C Autk C 

un groupe fini d'automorphismes de C. Nous d@veloppons dans cet article une 

th6orie des d@formations G-6quivariantes du rev@tement galoisien C --~ C / G  

(w model6e sur le cas lisse ([BeMe]). Nous consid6rons les d~formations 

6quivariantes de voisinages formels des points de ramification et des points sin- 

guliers (w Nous forinnlons un principe local-global (Th6or6me 4.3). Nous 

montrons comment ce principe permet d'expliquer, et 6ventuellement de 

g@n6raliser, plusieurs r6sultats r6cents sur les questions de rel6vements et 

d'@paississements des rev@tements ([BeMe], [Ga], [GrMa], [He], [Pr]). De plus 

les probl~mes pos6s par la th6orie des d@formations sont plus g6n6raux que les 

seules questions de recollement, qui souvent concernent une base sp6cifique, 

et ne visent pas la structure locale d 'un espace de modules (w Enfin, la 

d@monstration de ce principe local-global pr6cise le lien entre les d@formations 

locales et globales (w Elle repose sur l'hypoth~se que les points g6n6riques 

des composantes irr@ductibles ont une isotropie triviale. Cette hypoth~se exclut 

et revile l'existence @ventuelle d'obstruction de nature globale d'un nouveau 

type : ~ la diff5rence des courbes lisses, la caract@ristique du corps de base 

@tant positive, les obstructions aux d@formations d'une courbe semistable sont 

de plusieurs natures. I1 y ales obstructions locales, concentr@es aux points dou- 

bles et aux points (ferm@s) de ramification ~ groupe d'inertie d'ordre divisible 

par p. En g~n@ral, les obstructions localis@es aux points doubles ne se r@duisent 

pas de mani~re triviale ~t celles li@es aux origines des branches au point consid@r@. 

Dans la derni~re section (w nous traitons de mani~re d@taillde le probl~me lo- 

cal. I1 s'agit dans ce cas de d@crire l 'anneau versel de d@formations @quivariantes 

d'un point double. Nous d@terminons l'espace tangent aux d6formations 

@quivariantes du point double (Proposition 5.7). Dans le cas d 'un p-groupe 

cyclique, nous calculons explicitement les dimensions de l'espace tangent et 

de l'espace des obstructions aux d@formations @quivariantes du point double 

(Corollaires 5.9 et 5.12). Nous interpr~tons ces r@sultats en termes d'anneaux 

versels de d@formations @quivariantes. 

2. D@format ions  @quivariantes : cas  g loba l  

Nous rappelons d'abord bri~vement le formalisme des d@formations 

@quivariantes dans un cadre g@n@ral. Nous nous concentrons ensuite sur le cas 
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des courbes projectives, ~ventuellement singuli~res. 

T o u s l e s  schSmas que nous consid~rons dans les sections w et w sont 

localement noethSriens. Fixons un corps de base k alg~briquement clos de car- 

act~ristique p > 0. Si S est un schema, Schs d~signe la cat~gorie des S-schemas. 

Soit X un S-schema localement de type fini et plat. Soit G c Auts  X un groupe 

fini de S-automorphismes de X. Soit S --~ S ~ un morphisme. Un r e l ~ v e m e n t  

G-~qu iva r i an t  de X ~ S' est la donnSe 

- d'un schema X ~ plat sur S' ~quip~ d'un isomorphisme ~ : X ~7 X '  xs ,  S, 

- et d 'une action de G sur X'/S'  qui rend le morphisme ~ G-~quivariant. 

Deux rel~vemcnts G-~quivariants (X~,~I) , (X~,~2)  de X ~ S' sont 

~quiva len ts ,  ou isomorphes, s'il existe un S'-isomorphisme G-~quivariant 

f : X~ ~ X~, a v e c f ~ l = p 2 .  

Une d ~ f o r m a t i o n  G - ~ q u i v a r i a n t e  de X s S ~ est une classe d'~quivalence de 

rel~vements G-~quivariants de X s S'. Le f o n c t e u r  des  d ~ f o r m a t i o n s  G- 

~qu iva r i an t e s  est d~fini par 

Dx/s,c : Schs ~ Ens, S'  ~ {d4formations G-4quivariantes de X ~ S'}. 

L'objet de ce travail est l '4tude de ce foncteur dans le cas particulier oh X est 

une courbe C r~duite connexe (g4n4riquement lisse), localement d'intersection 

complete, dSfinie sur un corps k alg4briquement clos de caract4ristique p > 

0. Nous supposons que C est munie de l'action d 'un groupe fini G d'auto- 

morphismes et que G agit librement sur un ouvert dense de C. 

Soit A un anneau de valuation discrete complet de caract4ristique 0 de corps 

r~siduel k, par exemple A = W(k) anneau des vecteurs de Wit t  de k. Soit C la 

cat~gorie dont les objets sont les A-alg~bres R locales noetla4riennes complbtes, 

avec k'~R/.MR pour 3/IR iddal maximal de R ; les fl~ches sont les h-morphismes 

d'anneaux locaux. La cat~gorie C est la sous-catdgorie pleine de C" form4e des 

objets qui sont de longueur finie comme A-modules. Notons k[~], oit e 2 = 0, 

l 'anneau de C des nombres duaux sur k. D4finissons le f o n c t e u r  des  

d 4 f o r m a t i o n s  G - 4 q u i v a r i a n t e s  g loba les  

Dg,o : C -+ Ens, A ~ {d4formations G-~quivariantes de C g Spec A}. 

Notons f t l /~  le faisceau des diff4rentielles de K/ihler de la courbe C. Comme 

dans le cas des d~formations G-4quivariantes des courbes lisses ([BeMe]), 

l'espace tangent au foncteur Dglo est 

___Ex~l r•l Oc) Dglo(kH) ~oc,c~,~c/k, 
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(pour la d6finition du foncteur Ext  voir [Grl] 5.6.7). Les obstructions aux 
2 1 d6formations appartiennent au groupe Ex toc ,a (g t c / k ,Oc  ) (pour la th6orie 

g6n6rale des d6formations 6quivariantes voir [I1]). D'apr~s le crit~re de Schles- 

singer ([Sc] w le foncteur Dglo admet un anneau  versel de d~format ions  

Rglo. Par d6finition, l'anneau Rglo est un objet de C tel qu'il existe un mor- 

phisme lisse 

:DgIo --~ HomA(Rg lo , - )  

induisant un isomorphisme Dglo(k[E]) 2 �9 ~_ (MR,,o/Mn, ,o)  entre espaces tan- 

gents. Le morphisme ~ est identifi~ h une classe d'~quivalence de schema formel 

[~] = {[~nl}n>l �9 ~ Dglo(Rglo/Mnn,~o) �9 

D'apr~s le th~or~me d'alg~brisation de Grothendieck ([Gro3]), le schema formel 

est alg~brisable. Ce schema formel est donc le compl~t6 formel d'une courbe 

Cglo sur Spec Rglo dite cou rbe  verselle de d~formations.  

Dans le paragraphe suivant (w nous d~taillons l'~tude des d~formations 

~quivariantes dans un voisinage formel d'un point singulier de la courbe C. 

Nous explicitons l'espace tangent et le groupe d'obstruction. 

3. Ddformat ions  ~quivariantes  : cas local 

Dans cette section nous developpons, faute de r~f~rence precise, les ingredients 

cohomologiques n6cessaires h la formulation de notre probl~me. I1 s'agit pour 

l'essentiel de construire le complexe cotangent ~quivariant (tronqu~) ~ la mani~re 

de [LiSc]. 

Soit C une courbe r6duite connexe localement d'intersection complete d~finie 

sur un corps k alg~briquement clos de caract~ristique p > 0. Comme au para- 

graphe w nous supposons que C est munie de l'action d'un groupe fini G 

d'automorphismes et que G agit librement sur un ouvert dense de C. Soit 

x E C et soit (~c,x l'anneau local compl~t6 de la courbe C au point x. No- 

tons Gx C Autk (9c,~ le stabilisateur de x. Avant d'6tudier les d@formations 

Gx-~quivariantes de C au voisinage (formel) du point x, nous d~veloppons 

bri~vement le formalisme de Lichtenbaum et Schlessinger ([LiSc], voir aussi [Vii) 

dans le contexte ~quivariant. Les anneaux sont ici commutatifs et noeth6riens, 

les alg~bres (essentiellement) de type fini. 

Soit B une A-alg~bre plate et G C AutA B u n  groupe fini de A-auto- 
morphismes de B. Soit A ~ ~ A un homomorphisme d'anneaux surjectif de 

noyau J tel que j2 = 0. Une G-d~format ion de B / A  ~ A ~ est une G-extension 
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B' (i.e. G agit sur B ~) 

O ~ J | B - ~  B I ~  B - . O  

telle que B' soit plat sur A ~. Par souci de clart~, nous commen~ons par des 

g~n~ralit~s sur les (B, G)-modules (w puis nous montrons que les G-d~forma- 

tions de B / A  ~ A r sont d~crites par les groupes 

i 1 EXtB,C(~B/A, J | B) (i = 1, 2) 

(Th6or~me 3.5). A l'aide d'un d~vissage spectral nous donnons une 

interpretation de la nature des groupes Ext~ ,G(~/A,  J @A B), i = 1, 2 (w 

Nous appliquons enfin ces r~sultats aux deformations ~quivariantes locales de la 

courbe C au point x (w 

3.1. (B, G)-MODULES. Notons B[G] l'alg~bre libre sur B de base (cr)oec avec 

la relation de commutation aba -1 = a(b). Un (B, G)-module  M est un B- 

module muni d'une action de G compatible avec l'action de G dans B : 

a ( b . x ) = a ( b ) . a ( x ) ,  b e B ,  x � 9 1 4 9  

Si M, N sont des (B, G)-modules, alors 

HomB,G(M, N) ~_ Homs(M, N) a 

off HomB(M, N) est muni d'une action de G d6finie par a(f)(x) = a( f (a  -l(x))),  

a �9 G, f �9 HomB(M, N), x �9 M. Cette propri~t6 justifie l'existence de la suite 

spectrale ([Grl] Wh~or~me 5.6.3) 

E~ 'j = Ui(G, E x t ~ ( M , g ) )  =~ Ext~Jc(M N) 

off Ext~,a(M, N) = RnF(M),  n-i~me ddriv6e ~ droite du foncteur 

F = HomB,a ( - ,  N). 

Si X est un B-module projectif, alors P = BIG ] |  X est un (B, G)-module 

projectif. En effet pour tout (B, G)-module N, 

HomB,a(B[G] | M, N) ~- Horns(M, N). 

LEMME 3.1 : II existe un syst~me de variables (X~)aeT, une action de G par 

permutation sur (X~)~eT avec ~ e T  AX~ (A, G)-projectif et une surjection de 
( A, G)-modules 

n = P,  B.  
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Preuve : Soit V un sous A-module de B, G-stable et qui engendre B comme 

A-alg~bre. Soit P u n  (A, G)-module libre (donc projectif) de base (Y~)~er avec 

une surjection de (A, G)-module P ~ V. Cette surjection induit une surjection 

G-6quivariante 

R = Sym~ (P) --~ B. 

Nous pouvons dcrire R = A[(X~)~T],  off l'ensemble des variables (X~)~eT 

s'obtient en prenant IGI copies YT,g, g E G de chaque variable Y~, 3' E F. 

En ~crivant (~ = (%g) et g'c~ = (%g'g), Faction de G sur (X~)~eT v6rifie 

g.  X~ = Xg~ et ( ]~eT AX~ est (A, G)-projectif (et m~me (A, G)-libre). | 

Soit R = A[(Za)a~T] d6fini par le lemme 3.1. Nous notons R = A[X,~] 

lorsqu'aucune confusion n'est possible. Soit I le noyau de p : R ~ B 

O---+I--*R P ~ B ~ O .  

Comme les variables X~ sont permut6es par G, le noyau I est un (R, G)-module. 

Soit F u n  (R, G)-module projectif avec une surjection (R, G)-lin6aire j : F -~ I. 

Notons Q le (R, G)-module noyau de j : 

O ~ Q - - ~  F J-~--, I ~O .  

Soit F0 le sous-R-module de F engend% par les relations j (x)y  - j (y)x pour 

x, y E F. Alors F0 est un sous-(B, G)-module et la suite suivante est exacte 

(1) o Q/Fo ---, F/Fo n B o. 

La donn6e d'une suite exacte de ce type est dite G - p r e s e n t a t i o n  l ibre de B/A.  
Cette pr6sentation du (A, G)-module B e s t  tr~s utile. Elle permet notamment 

de d6finir le c omp lexe  c o t a n g e n t  G-~quivar ian t  

Q/Fo -~ F | B ~ gt~R/A | B ~ 0 

0ll ~I /A  est le module des diff6rentielles de la A-alg~bre R. Lorsque nous 

oublions la structure de G-module, le complexe pr6c6dent s'identifie au complexe 

cotangent au sens de [LiSc]. Le lemme 3.1 permet de suivre les d~monstrations 

de [LiSc] dans le cas G-~quivariant et de montrer que la cohomologie du complexe 

tangent G-6quivariant ne d~pend pas de la G-pr6sentation libre. Grs aux 

deux lemmes suivants, nous identifions la cohomologie du complexe cotangent 

G-6quivariant avec des groupes Ex t , .  c. 
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LEMME 3.2 : Les (B, G)-modules F | B e t  ~IR/A QR B sont projectifs. 

Preuve : Le (R, G)-module projectif F est facteur direct d'un (R, G)-module 

librc. Le module F | Res t  facteur direct d'un (B, G)-module projectif. Donc 

F | B e s t  un (B, G)-module projectifl 

Par d@finition du module des diff@rentielles, il est facile de montrer 

l'isomorphisme G-@quivariant suivant 

~IR/A "~ R ~A P 

off R = sym~(P) (avec les notations du lemme 3.1) ; l'action de A[G] sur R Q A P  

est Faction diagonale pour les @l@ments du groupe G @tendue lin@airement 

A[G]. Pour 6tablir la (B, G)-projectivit@ de f~R/A | B, il suffit donc de voir 

que (R | P) | B est (B, G)-projectif. | 

D'apr~s [LiSc] Proposition 3.2.1, les suites de (B, G)-modules suivantes sont 

exactes : 

(2) 
(3) 

0 -~ I / I  2 -~ fI1R/A |  B ~ f I 1 / A  ~ 0, 

0 -~  Q / F o  -~  F |  B -~  X / r  2 -~  O, 

pourvu que B soit une A-algbbre plate r~duite essentiellement de type fini 

d'intersection complbte relativement h A. De plus, nous avons alors 
2 1 EXtB(~B/A, M) = 0 pour tout B-module M. Sous ces hypotheses, le lemme 3.3 

donne une description des deux premiers groupes de cohomologie du complexe 

cotangent G-@quivariant. 

LEMME 3.3 : Supposons que B e s t  une A-algbbre plate r@duite essentiellement 
de type fini d'intersection compl@te relativement ~ A. Soit M un ( B, G)-module. 
Alors 

Ext~ a(~IB/A, M) ~- Homs ,a ( I / I  2, M) 
' HOmB,G(~I/A | B, M ) '  

2 1 ExtB,a(fIB/A,M) ~ noms ,a (Q/Fo ,M)  
-- HomB,G(F | B, M)" 

Preuve : Comme B est une A-alg~bre plate r~duite essentiellement de type fini 

d'intersection complete relativement ~ A, la suite de (B, G)-module suivante est 

exacte 

(4) 0 -* 1 / I  2 --* fllR/A | B --~ f~B/A --~ O. 
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l~crivons la suite exacte longue associ4e, i >_ 1 

Ext~,G(gt~/A | B , M )  ~ E x t ~ , c ( I / I 2 , M )  --* EXtB,C(~B/A,i+I 1 M)  

i+1 1 B, M) --* ExtB,G(f~R/A | --* 

Comme f~a/A | B e s t  (S, G)-projectif (Lemme 3.2), Ext~,a  ( f~IR/A | B, M) = 0 
et 

E x t ~ , a ( i / i 2 , M )  ~ + 1 1  ~- ExtB,G(~B/A,M),  i = O, 1. 

Les suites exactes de (B, G)-modules (4) et 

0 -~ Q/Fo ~ F | S -~ 1/12 --+ 0, 

et le fait que les (B, G)-modules F |  B et ~R/A | B sont projectifs (Lemme 

3.2) permettent alors de conclure. I 

3.2. DI~FORMATIONS I~QUIVARIANTES D'ALGEBRES. Soit A' --, A un homo- 

morphisme d'anneaux qui est surjectif de noyau J tel que j2  __ 0. Rappelons 

qu'une G - d ~ f o r m a t i o n  de B / A  ~ A t est une G-extension B' 

0--* J | A B -~ B'  --~ B --~ O 

telle que B'  soit plat sur A'. Rappelons aussi le crit~re local de platitude ([Gr2]) 

LEMME 3.4 : Un A'-module B' est plat sur A' si et seulement les deux condi- 
tions suivantes sont satisfaites 

i. B = B'  ~A' A est plat sur A, 

ii. J | B -~ B'  est injective. 

Consid6rons une pr6sentation libre G-6quivariante 

B -= A[(X~)aeT]/I  -- A[(xa)aeT], I ----- ( ( f~) ,e r )  

avec a(x~) = x~(~) et a(f~) = fa(~) pour tout c~ E T, "y 6 F et a E G. L'action 

de G sur A'[Xa] et A[Xa] est l'action induite par a(X~) -= Xa(~) et la surjection 

naturelle A'[X~] --* A[X~] est G-4quivariante. Notons f~, la relation f~ E A[X~] 

vue comme 41~ment de A'[X~]. ]~crivons J -- ~ e A  A'tx et B = A'[Xa]/I ' .  

Ainsi ((f-~)~er, (tx)~eh) est un syst~me de g4n4rateurs G-stables de I '  comme 

(A', G)-module : 

B = A'[X~]/(f~,t~).  

Soit (V~)~er (resp. (T~)~eh) un syst~me de variables G-stables (pour l'action 
de G relev4e ~ I t) ind4pendantes et soit 

R = A [ X ~ ] ,  F = ( ~ R V ~ ,  R ' = A ' [ X ~ ] ,  F ' = ( ( ~ R ' V ~ ) ~ ( ~ R ' T x ) .  
"y6P ~6F ~6A 
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La cons t ruc t ion  w (1) donne alors une G-pr6senta t ion  libre de B / A  (resp. de 

B/A' )  : 

0 --* Q/Fo --+ F/Fo --+ R --* B --, O, 

o -~ Q ' / F ;  -~ F ' / F ;  -~ R' -~ B -~ O. 

L ' o b s t r u c t i o n  a u x  G - d ~ f o r m a t i o n s  de B / A  5, A ~ �9  la class�9 

HomB,c(Q/Fo, J | B) 2 1 B) 
obsB/A(A') = [0] C H o m B , a ( F  | B, J | B) ~- EXtB'G(~tB/A' J | 

Oh 0 : Q/Fo --+ J |  �9  d~finie c o m m e  suit : un ~l~ment de Q �9 une relat ion 

entre  les f~ dans  A[X~] : 

E a J ~ = o ,  a ~ e A .  
~EF 

Relevons cet te  ~quation 5. Q~ modulo  F0 

} 2  g~t~ + ~ a~S; = 0 da~s A'IXo]. 
AEA 3'EF 

L'appl ica t ion  0 est d~finie par  

0 : Q/Fo --~ J @A B, O ( E  a~f~) = E g~(t~ | 1). 
"yEF ,kEA 

Le th~or~me suivant  mon t re  que l '~l~ment ObSB/A(A ~) s ' identifie effect ivement  

5. une obs t ruc t ion  au sens suivant  : 

THEORP,,ME 3.5 : Soit A' ~ A une petite surjection de noyau J. Soit B une 

A-algbbre plate rdduite  essentiellement de type ~ni d'intersection complbte 

relativement g A. Soit G u n  groupe fini de A-automorphismes de B. 

i. Alors B / A  a d m e t  une G-ddformation g A ~ si et seulement si 

ObSB/A(A') �9 E x t 2 , a ( f ~ / A ,  J | B)  

est nulle. 

ii. Si obSB/A(A ~) = 0, 1'ensemble des G-ddformations de B / A  g A ~ �9  un 

torseut sou~ Ext~,G(a~/~, J | B). 

Preuve : i. Supposons  que ObSB/A(X) = 0. Cela signifie que 

0 �9 HomB,G(Q/Fo, J | B) 
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est induite par une application (B, G)-lin~aire 00 �9 HomB,a(F | B, J | B) : 

"~F )~A 

Pour construire une d~formation G-~quivariante de B/A ~ A', cherchons une 

perturbation des ~quations (f~) de la forme 

]~ + ~ ,  ~ �9 JA'[X~] 

de telle fa~on que 

B' = A'[X~]/(I'~ + ~,) 

soit une G-d6formation de B/A : B' doit 6trc muni d'une action de G e t  B' 

doit ~tre plat sur A. Choississons un rel6vement de r ~ e h  t~r E JA'[Xa]. 
Montrons que B' est alors plat sur A. D'aprhs le crit6re de platitude 3.4, il suffit 

de montrer que J | B' ~ B' est injective (car J ~A B = J @A' B'). Soit 

~ c h  t~ | �9 J| B', avec b:~ �9 A'[X~]/(f~ +r et b~ un relev~ de b;~ dans 

A'[X~]. Dire que l'image de }--~cA t;~ | b~ est nulle par J @A' B' ---* B', signifie 

qu'il existe (c~)~er �9 A'[Xo] r tels que dans A'[X~] 

Z = Z + 
AEA ?EF 

Donc ~ e h  t~b~ - ~ e r  c~(f~ + ~ )  �9 Q'. D'oh en notant encore b~, (resp. c~) 
l'image de b~ (resp. c~) dans A[Xa], par d~finition de 

Z 
"~'EF A~A %,~F,AEA 

Or 0(E~er c-,A) = E~er,~e~ r | 1) car 0 est induite par 00. Donc 

b:~(t~ | 1) = 0 et J | A' --* B' est injective. En utilisant la (B, G)-lin~arit~ 

de 8o, nous v~rifions que Faction de G est bien dSfinie sur B'. 

R~ciproquement si B' -- A'[X~]/(f~ + Cn) est une G-d~formation de B/A 
A'. l~crivons r = ~ e h  t~r Alors tout ~l~ment ~ e r  a.~f.~ de Q se relive 

k Q' modulo Fo sous la forme ~ e r  a.~(f~ + ~ ) .  Donc l'application 0 est d~finie 

par 

0: Q/Fo ---* J | B, O ( E  a.~f.~) = E a.~r | 1). 
"~EF AEA,'~EF 

Cette application est induite par l'application 00 : ~ e r  BV~ ~ J | B, Y~/ 
EA~A tA ~ a~(~,,A qui est (B, G)-lin~aire car B' est une G-d~formation de B/A 

A'. D'oh ObSB/A(A') = O. 
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ii. Soit B ~ une G-d6formation de B / A  ~ A ~, B' A' = [Xa]/(f~). Toute 

d~formation de B / A  k A' peut s'6crire 

A'[Xo]/(]~ + r r E JA'[X~], 

oh (q~-y) est une famille G-stable. La condition de platitude implique que 

l'application r : 1/12 --* J | B induite par f~ ~ r est (B, G)-lin6aire. 

R6ciproquement soit 

Homs,a(Q/Fo,  M) ~_ Ext~ a( f l~  a ,  J | B) 
[r �9 HomR,a(F | B, M) ' ' 

admettant r : 1/12 ~ J | B, f.y ~ ~.y comme repr~sentant. Soit r un 

rel~vement de r ~t JA'[Xa]. Alors A'[X~]/(f~ + C-y) est une G-d~formation de 

B / A  i~ A'. Donc l'ensemble des G-d~formations de B / A  ~ A ~ est un torseur sous 

1 1 B) .  " E x t s , a ( ~ / A ,  J @a 

i 3.3. DISVISSAGE SPECTRAL DES GROUPES ExtB,G(i~B/A,M ). Soit M un 

(B,G)-module. Nous supposons, comme dans w que B e s t  une A-alg~bre 

plate r6duite essentiellement de type fini d'intersection complete relativement ~t 

A. Consid~rons la suite speetralc 

Ex+p+q In1 M). (5) E p'q = HP(G, ExtqB(~]IB/A,M)) : ~ ~ B , a ~ / A ,  

Pr~cisons les suites exactes de bas degr6s associ6es 5 cette suite spectrale. 

LEMME 3.6 : La suite suivante est exacte 

(6) 
0 H 1 (G, 6)) 1 1 H 2 ~ ExtB,G(fiB/A, M) --~ H~ E x t , ( f t , / A ,  M)) ---* (G, O) 

Off 0 = H o m B ( ~ / A ,  M). 

Preuve : La filtration sur l'aboutissement de la suite spectrale (5), conduit 

la suite exacte 

1 1 0 ,1  (7) 0 ~ E 1  ~ ~ Ext~3,G(ftB/A, M) ~ E ~  ---* 0. 

I1 est imm~diat que E 1  ~ = E~ '~ = HI(G,  HomB(ftlB/A,M)) et que 

E ~  1 = E ~ = ker(H~ Ext~(fi~/A, M)) ---* H2(G, H o m B ( ~ / A ,  M))). 

En identifiant les termes de la suite (7), nous obtenons le r~sultat annonc& 
| 
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1 1 Remarqae 3.7 : Le d~vissage spectral de l'espace tangent ExtB,a(FtB/A, M) 
fa r  intervenir deux termes. Les d~formations de la singularit~ de la courbe C 

au point x d'anneau local B s'expriment via le groupe H~ ExtlB(FtlB/A,M)). 
L'~tude des d~formations du point double met en valeur la signification de ce 

groupe en termes d'~paisseur (voir w 

LEMME 3.8 : La suite suivante est exacte 

H~ Ext~(~t~/A, M)) ~ H2(G, O) ~ Ext2,v( f~/A,  M) 

--* H 1 (G, Ext~(~t~/A, M)) --* H3(G, O) 

off O = HomB(fl~/A, M). 

Preuve : D'apr~s la suite spectrale (5), nous avons la filtration d~croissante 

2 1 D D D O .  EXtB,G(flB/A, M) = F ~ F 1 F 2 

Avec les hypotheses sur l'alg~bre B, nous avons F~ 1 = 0 car Ext~ (fllB/A, M) 

= 0. I1 est facile de montrer que F1/F 2 = E~  1 = E~ '1 et 

E1,1 = ker(H'  (G, Ext~ (~t~/A, M)) ~ H 3 (G, HomB (~t~/A, M))). 3 

Enfin F 2 = E 2'~ est le conoyau de E ~ --* E2 2'~ ce qui, compte tenu de 

l'identification de ces termes, conduit ~ la suite exacte annonc~e. | 

3 .4 .  DI~FORMATIONS t~QUIVARIANTES LOCALES. Revenons au foncteur des 

d~formations G-~quivariantes locales d 'un point formel point x E C. Comme 

C est une k-courbe g~n~riquement lisse localement d'intersection complete, 

(9x = Oc,x est une k-alg~bre d'intersection complete (plate) g~n~riquement 

formellement lisse et formellement de type fini. Le formalisme precedent (w 

s'applique sans changement ~ cette situation. Notons Gx le stabilisateur de x. 

Le f o n c t e u r  des d ~ f o r m a t i o n s  G , -~qu iva r i an t e s  au  po in t  x est 

D~ : C --~ Ens, A ~ {G~-d~formations de la k-alg~bre Ox}. 

Le th~or~me 3.5 s'adapte imm~diatement au cas off Ox est formellement de type 

fini sur k e n  prenant le module des diff~rentielles compl~t~ ~lo~/kx (comparer 

avec le cas lisse trait5 dans [BeMe]) Les obstructions aux d~formations appar- 
2 A1 

tiennent au groupe Exto,,a(f~ox/k, (gx). L'existence de la d~formation triviale 

de Ox/k ~t k[r montre que obsox/k(k[c]) = 0. Nous avons donc l'isomorphisme 

Dx(k[r 1 ~1 ~- Exto.,a(f~O./k , 0~). 
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Les hypotheses du crit~re de Schlessinger ([Sc] w 4tant satisfaites, le fonc- 

teur des d4formations Gx-4quivariantes au point x admet donc un anneau versel 

Rx de d4formations. L'objet du paragraphe suivant est de relier l 'anneau versel 

Rglo des d4formations G-4quivariantes globales de C aux anneaux versels des 

d4formations aux points singuliers et aux points de ramification sauvage de C. 

Nous prouvons alors que, sous une condition naturelle, ces deux foncteurs sont 

isomorphes (Th4or~me 4.3). 

4. P r i n c i p e  local-global  

4.1. ENONCI~ DU PRINCIPE LOCAL-GLOBAL. La situation est la suivante. Soit 

Yl , . . . ,  Yr les images des points singuliers et des points de ramification sauvage 

du rev~tement C -* C/G. Cela suppose donc que les points g4n4riques des 

composantes irr4ductibles ont une isotropie triviale. Pour 1 < i < r, notons 

xi un point de C au-dessus de Yi et Gx~ son stabilisateur (4ventuellement tri- 

vial pour un point singulier). D4finissons le f o n c t e u r  des  d 4 f o r m a t i o n s  G- 

4qu ivar ian tes  locales 

Dloc= I I  Dx~, 
l<_i<_r 

oh Dx~ est le foncteur des d4formations Gxc4quivariantes au point xi (voir 

w Le choix du point xi est sans importance, car si nous changeons xi en 

' de son orbite sous G, nous obtenons un foncteur Dvx~ isomorphe autre point x i 

DG~. Par localisation en ces points, nous d4finissons un morphisme 

r : Dglo --+ Dloc, 

qui h une d4formation G-4quivariante globale de C s A objet de C associe les 

d4formations G~c4quivariantes aux points xi, 1 < i < r h A. D'apr~s le w 

l'espace tangent (resp. le groupe d'obstruction) au foncteur Dloc est 

l<i<r 

pour j = 1 (resp. j = 2). Notons 7v : C --+ C/G et pour F u n  (G, Oc)-module, 

7c,G(F) le faisceau sur C/G d4fini par 7rG,(F)(V) -- F(~r-I(V),F) G, pour Y 

ouvert de C/G. Le foncteur exact ~t gauche 

7I.G 1 Hornoc,G(f~lOc, --) = , (Hornoc,c(~Oc,C, - )  ) 

d4finit par d4rivation les faisceaux sur C/G 

n 1 EXtOc,G(~Oc,G, OC), n 6 N. 
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D'apr~s [Grl I 5.6.9, la fibre en un point y = lr(x) �9 C/G de Ext~gc,a(ftloc , Oc) 
est 

i 
( 1 )  n 1 n 1 Extoc,c(  flc /k , O c )~=~(z) - "~ Exto~,a~ ((ftc/k)x, Ox). 

Grothendieck dtablit dgalement l'existence d'une suite spectrale ([Grl] Thdor~me 

5.6.3) 

Extp+q /f~l Oc). (2) E p'q = HP(C/G, Extqoc,a(ftloc/k,Oc)) ~ oc,at oc/k, 

LEMME 4.1 : L'application 

Extoc,a(  Oc/k,Oc) --* 
l < / < r  

est surjective de noyau H 1(C/G, 1 Homoc,a( f~Oc /k, Oc ) ). 

Preuve : Considdrons la suite spectrale (2) en degrd total p + q = 1. En 
~2,o H2(C/G, f~l 0,1 0,1 constatant que ~"2 = Homoc,C( Oc/k,Oc)) = O, E 2 = E~  et 

E21,0 1,0 = E ~  , nous obtenons la suite exacte 

(3) 

0 H 1 ( C / G ,  1 1 1 Extoc,a(  f~Oc /k, Oc ) Homoc,a(ftOc/k, Oc) ) --~ 

H~ C/G, Extloc,a(ftlOc/k, OC) ) ~ O. 

1 ftl Le faiseeau Extoc,G ( Oc/k, OC) est s support dans {Yl , . . . ,  Yr}. D'aprbs (1), 

nous avons done 

HO(C/G, 1 ftl Ex toc ,a (Oc /k 'Oc ) )  -- H Ext~gx~,a~(flO~,/k'Ox') . ^ 1  
l < i < r  

Le lemme ddcoule alors de l'identification de ce terme dans la suite exacte (3). 
| 

Le noyau ker r du morphisme de foncteurs r : Dglo ~ Dloc s'interpr~te en 

dgale earaetdristique comme le foneteur des ddformations loealement 

triviales : soit A un k-espaee vectoriel de C. Une ddformation G-dquivariante 

globale de C ~ A est l o e a l e m e n t  t r i v i a l e  si pour tout point xi, 1 < i < r 

la ddformation Gx,-dquivariante induite est la ddformation triviale. Le groupe 

HI(C/G, Homoc,a(f~oc/k, Oc)) s'interprbte alors comme l'espace tangent au 

foncteur ker r 
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LEMME 4.2 : Les groupes d'obstructions aux foncteurs Dglo et Dloc sont iso- 
morphes. 

Preuve : Consid4rons le terme de deg% total p+q = 2 de la suite spectrale (2). 
. , ~ 2 , 0  Le ~erme ~2 est nul (voir preuve du lemme 4.1). Comme Extloc,a(tilc/k, Oc) 

i/?1,1 est k support fini, ~2 = Hi(C~ G, Ext~,a(a~Oc/k, Oc)) = 0 ;  nous obtenons 

l'isomorphisme 

2 1 ~)  XrOc,G[ Oc/k '  Extoc,G(f~Oc/k, OC) H~ E ,2 ,al Oc)). 

Le faiseeau Ext2oc,G(fPOc/k, OC) est ~t support dans {Yl,..., Y~}. Donc, d'apr~s 

(1), 

H~ -~ H Ext~x~,ax~(f io~/k 'O~) 
l < i < r  

et l'isomorphisme annonc4 

2 f~l Extoc,a( oc/k 'OC) ~ H Ext2o~,c~(fi~ 
l < i < r  

Avec les lemmes 4.2 et 4.1, la preuve du principe local-global suivant est 

formellement identique ~ celle du th4or~me 3.3.4 [BeMe]. 

THI~OREME 4.3 : Le morphisme r : Dglo ---+ Dloc est lisse. 

Preuve : Consid4rons une petite extension A' ~ A, il s'agit de prouver que 

l'application naturelle 

(4) Dglo(A') , Dglo(A) XD,oo(A)Dloc(A') 

est surjective. Soit [(X, G)] �9 Dglo(A) tel que r  se reRve s A' en r  Ainsi 

l 'obstruction ~ relever r  ~t A' est nulle. D'apr6s le lemme 4.2, l 'obstruction 

relever (X, G) ~ A' est donc aussi nulle : nous avons une d4formation (Jr, G) 

A'. Les ~16ments r  et r different de l'action d'un ~14ment 5 de l'espace 

tangent au foncteur Dlor Or, d'apr~s le lemme 4.1, r est surjective sur les 

espaces tangents. Donc 5 admet un ant4c4dent par r dans l'espace tangent a u 

foncteur Dglo. En corrigeant J~ par cet an%c4dent, nous obtenons r  = r  

d'ofi la surjectivit4 de (4) et la lissit4 du morphisme de foncteur r | 

En termes d'anneaux versels de d4formations, le th4or~me 4.3 s'exprime de 

la fa~on suivante : 
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COROLLAIRE 4.4 : Soit Ri l'anneau versel de ddformations de D~  et Rglo 

l'anneau verse1 de d@formations de Dglo. A1ors 

Rg,o = (R1%... UN]], 

avec N = dimk HI ( C / G, Homoc,G(121Oc /k , Oc ) ). 

Remarque 4.5 : Pour @tablir le th@or~me 4.3, nous avons suppos@ que les points 

g@n@riques des composantes irr@ductibles ont une isotropie triviale. Cette hy- 

poth~se est toujours satisfaite pour les courbes lisses. En g@n@ral, les obstruc- 

tions localis@es aux points doubles ne se r@duisent pas s celles li@es aux origines 

des branches aux points consid@r@s. De nouvelles obstructions, de nature glo- 

bale, peuvent apparMtre. Elles sont d@j~ visibles dans [He] et seront @tudi@es 

dans un travail en pr@paration du premier auteur avec Maugeais ([BeMa]). 

4.2. RELt~VEMENTS ET I~PAISSISSEMENTS DES REVI~TEMENTS GALOISIENS. 

Comme application imm@diate du principe local-global (Corollaire 4.4) nous 

obtenons le r@sultat suivant concernant le rel~vement en caract@ristique z@ro 

(voir [He], [Pr]). Les notations et restrictions sont les m@mes que dans le para- 

graphe pr@c@dent (w En particulier les points g@n@riques des composantes 

irr@ductibles ont une inertie triviale. 

THI~OREME 4.6 : Soit R u n  anneau de valuation discr@te complet qui domine 

W(k) .  Le rev@tement galoisien C --o C /G  admet un rel@vement ~ R si et 

seulement si pour tout point x E C avee groupe d'inertie Gx non trivial, 1'action 

de G~ sur Oc,~ se re1@ve ~ R. 

Preuve : Supposons que la courbe C admette un rel~vement @quivariant C' 

R. Alors Faction de Gx sur Oc,x se relive en une action de Gx sur Oc,,x. 

R@ciproquement C @tant une courbe projective, la d@formation @quivariante 

de C est alg@brisable ([Gro3]). Pour obtenir un rel~vement @quivariant de C 

R, il suffit donc d'avoir un morphisme d'anneaux locaux Rgio ~ R. D'apr~s 

la structure de Rglo (Corollaire 4.4), il suffit d'avoir des morphismes Ri ---* R, 

1 < i < r. Ces morphismes existent car, par hypoth~se, en tout point x de C, 

Faction de Gx sur (Pc,x se relive. | 

L'approche par d@formations permet de consid@rer des bases plus g@n@rales 

que dans le th@or~me 4.6. Dans une m@me direction, nous pouvons esp@rer 

retrouver les th@or~mes d'@paississement d'Harbater et Stevenson ([HaSt]) qui 

sont en fait des r@sultats de d@formations @quivariantes en @gale caract@ristique, 
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mais pas exactement dans le sens qui est fix4 dans ce travail. Cela sugg~re de 

modifier le foncteur des d4formations en "fixant" la base du rev~tement. Pour 

obtenir ces th4or~mes, et en suivant leurs hypotheses, il faut se limiter aux 

4paississements s k[[T]], comme expliqu4 dans [HaSt]. Cette restriction autorise 

l'utilisation des r4sultats de rigidit4 d'Artin et Hironaka-Rossi (voir [Ar2]). 

5. D ~ f o r m a t i o n s  G-~quivar ian tes  des  cou rbes  semi -s tab les  

Nous supposons dor~navant que C est une k-courbe semi-stable. Rappelons 

qu'une c ou rbe  semi - s t ab le  est une courbe projective r~duite connexe dont 

les points singuliers ~ventuels sont des points doubles ordinaires. L'objet de ce 

paragraphe est la description des d~formations s l'ordre un, en d'autres termes 

les espaces tangents aux foncteurs des d~formations G-~quivariantes locales et 

globales de C. 

5.1. Dt~FORMATIONS G-I~QUIVARIANTES DU POINT DOUBLE. Soit x �9 C un 

point double. Alors 

o = ( c,x ~ k [ [ x , y ] ]  
- ( x y )  

Le groupe d'inertie Gx au point x est un groupe fini d'automorphisme Gx c 
Aut (9. Lorsqu'aucune confusion n'est possible, nous notons G pour Gx. Nous 

allons interpreter en termes de d~formations la suite exacte (6) d~crivant l'espace 

tangent aux d~formations Gx-~quivariantes du point double 

Do,G(k[~]) 1 ^1 ~_ EXto,G(CtO/k, (9). 

Commen~ons par une remarque Bur les automorphismes de Alia,y]] pour A un (~y-a) 
objet de C e t a  �9 A4A. 

LEMME 5.1 : Soit A(x, y) ---- x y - a .  Pour tout F �9 A[[x, y]] il existe une unique 
4criture sous la /orme 

F(x, y) = H(x, y)A(x, y) + r + r 

avec H e A[[x, y]], r �9 A[[x]] r = 0 e t r  �9 A[[y]]. 

Preuve : L'existence d'une telle 6criture est claire. Pour 6tablir l'unicit6 soit 

H(x, y) = Zp,qEN hp,qxPy q e A[[x, y]] tel que H(x, y)A(x, y) = r + r 

Alors 

Z hp,qxp+lyq+l - ~ ahp,qxPYq = r + r 
p,qEN p,qEN 
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Donc pour tout p,q E N, hp,q -- ahp+l,q+l. Par r~currence, pour tout 1 > 0, 

hp,q = alhp+l,q+l . Comme l 'anneau A est s~par5 pour la topologie A4A-adique, 

hp,q = O, p, q C N ,  H = O. | 

Soit a E G u n  automorphisme de 0 qui preserve les branches. I1 est d~fini 

par lin~arit~ par 

~(~) = xU(x), ~(y) = yv(y) ,  avec U(x) : E U~ ,  V(~) : Z V~Y ~ 
i_>o i_>o 

Pour 6tudier Do,c(k[e]),  d~crivons les rel~vements de a ~ kH[ix,~]l (~y-t~) avec t E k 

fix& Un tel rel~vement 5 s'~crit 

~(x) = ~ 5 ( x )  + t~s(y) ,  ~(y) = y~(y)  + t~T(x), 

avec S(y)  E k[[y]], T(x )  c k[[x]], /)(x) c 

modulo (c), /)(x) _-- U(x) et l}'(y) = V(y) .  

satisfaire ~(xy  - te) C (xy - to). Or 

kH[[x]] , i)(y) c k[s][[y]] tels que 

De plus l 'automorphisme 5 doit 

5(xy  - to) = (xU(x)  + t~S(y)  ) (y f /  (y) + t#T(x)  ) - t#. 

Modulo (xy  - rE) nous obtenons 

(r(xy - te) -tr - 1) + x t e ( U ( x ) T ( x )  + Vo E Ui+lx i )  
i>__o 

(1) 
+ ~t~ v(~)s(y) + .__. ~+. 

i>o 

Nous en d~duisons alors 

LEMME 5.2 : L 'automorphisme a se relive en un automorphisme (r de k[~][[x,y]] 

si et seulement si t = 0 ou si Uo Vo -- 1. 

Preuve : Supposons t r 0, d'apr~s (1) la condition UoVo = 1 est n@cessaire. 

Elle est suffisante car l 'automorphisme 0 d6fini par 

s(y) = -uo E~>o Y~+* ~ -Yo E~>o u~+~ x~ 
v(y) , T(x)= U(x) 

et gr(x) = U(x),  ~/(y) = V(y) ,  est un rel~vement de a ~ k[~][[x,y]] .(~_~) (U(x) et v(y) 

sont inversibles car UoVo = 1). | 
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Remarque 5.3 : Supposons les hypotheses du lemme 5.2 satisfMtes. Alors il 

existe 5 un rel~vement de a ~ k[~][[x,y]] Un autre rel~vement 0 ~ de a s'obtient (x~-t~) " 
partir de 5 par 

= + t xU'(x), = + t S(y), 

pour U'(x) c k[[x]], Y' (y )  c k[[y]]. 

Remarque 5.4 : Si le groupe d'inertie est un p-groupe, la condition UoVo = 1 est 

toujours satisfaite. Dans le cas mod6r6 cette condition correspond ~ l'hypothbse 

sous laquelle il est possible de lissifier l'action (mod~r6e) de G ([Ek], [Sa]). Nous 

verrons (w que cette hypothbse revient k supposer que l'action de G est 

triviale sur l'espace tangent aux deformations infinit6simales du point double. 

5.2. DEFORMATIONS INFINITI~SIMALES D'UN POINT DOUBLE, Un rel~vement 

de O ~ A est la donnbe d'une A-alg~bre plate R avec un morphisme R ~) 

R ~A k ~ (9. Une d~formation de O s A est une classe d'~quivalence de tels 

rel~vements : R et R ~ sont ~quivalents s'il existe un A-isomorphisme r : R ~ 
R t avec ~ o r ---- c~. 

Par d~finition le f o n c t e u r  des  d ~ f o r m a t i o n s  inf in i t~s imales  d u  po in t  

doub le  est 

F : C ~ Ens, A H {d6formations de (9 ~ A}. 

D'aprbs [DeMu], ce foncteur des d6formations infinit6simales du point double a 

une d6formation effective ~ l 'anneau versel w(k)[[x,y,t]] (xu-t) : toute d6formation ~ A 

objet de C est isomorphe ~t la classe d'6quivalence de ( ~  a~ pour un a C \ ( x y - - a )  ~ 1~ 

2t4A, l'application a 6tant induite par l'application canonique A ~ A/.A.4A ~-- k. 

a'espaee tangent au foneteur F est ([Arl]) 

F(k[c]) 1 ^1 Ext o (Do~k, (9) ~-- k. 

1 ~ 1  l~tudions Faction de G sur Exto/k(12o/k, (9). Une d6formation de k[[x, y]]/(xy) 

k[c] est une classe d'6quivalence de rel~vement de la forme 

Oh = k[c][[x, y]]/(xy - oh(x, y)), h(x, y) e k[[x, y]]. 

Deux rel~vements Oh et Oh, sont ~quivalents si h(0, 0) = h~(0, 0). I1 suffit donc 

de consid~rer les rel~vements de la forme 

o t  = - t c ) ,  t e k.  
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Le groupe G agit sur l'espace tangent des d~formations infinit~simales du point 

double E x t ~ ( ~ / k ,  (9). L'action sur lOt,at: Ot --* O] est d~finie par 

Supposons que l'action de G pr4serve les branches. Un 414ment a �9 G vu comme 

automorphisme de (9 s'4crit 

= yv(v) avec Zu,  v (y )=  
i>0 i~0 

Comme a(xy - tE) = UoVo(xy - UolVoltC)+ termes de plus haut degrd, a agit 

sur l'espace tangent par la multiplication par (UoVo) -1. L'hypoth~se du lemme 

5.2 consiste donc ~t supposer que l'action de G sur Ex t~(~o /k ,  (9) est triviale. 

Dor~navant, nous supposons que l'action de G preserve les branches e t e s t  

triviale sur l'espace tangent. 

5.3. INTERPRETATION DU DEVISSAGE SPECTRAL. Nous donnons une in- 

terpretation en termes de d~formations de la suite exacte d~crivant l'espace 

tangent Ext~,G(~o/k,  (9) (Lemme 3.6) 
0 Hi(G, O) 1 ^1 --* -~ Exto,G(~tO/k, (9) --* H~ Ext~(5~)/k , (9)) -~ g2(v ,  O) 

H o m o ( ~ 9 / k ,  (9). D'apr~s w Ext~9(~c~/k, (9) est l'espace tangent au o~1 O 

foncteur des d~formations infinit~simales du point double. Comme Faction de 

G est suppos~e triviale H~ E x t l ( ~ / k ,  (9)) ~ nxt~(~o/k, (9). 

Pour interpreter le term�9 H 1 (G, O), introduisons G~, G v les restrictions de G 

sur les branches respectives de param~tres x et y. Alors 

LEMME 5.5 : Comme G-module, 

0 ~- xk[[x]] 0 @ yk[[y]]ff---~, 

off k[[x]]O/Ox (resp. k[[y]]O/Oy) �9 le k[[x]]-module (resp. le k[[y]]-module) des 

champs de vecteurs formels sous Gz (resp. Gv). 

Preuve : Par d~finition 0 = Homo(51o/k,(9). Or 

^ k[[x, y]]dx @ k[[x, yl]dy 
~ / k  ~- (xdy + ydx) 

Donc {o 0 } e p ~  = +q~y,p,  q e O ,  yp (x , y )+xq(x ,y )=O . 
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l~crivons p(x, y) = Pl (x) -}- P2 (Y), q(x, y) = ql (X) "q- q2 (Y) avec P2 (0) = ql (0) = O. 

Alors 

k[[x, y]] 
yp(x, y) + xq(x, y) = ypl(x) + yp2(~) + .ql(x) + xq2(y) = o e (~y) 

Ainsi P2(Y) et ql(x) sont constants, donc nuls; et pl(0) = q2(0) = 0. D'ofi 

p e xk[[x]] et q e yk[[y]]. , 

Remarque 5.6 : Rappelons que dans le cas d 'un point r6gulier, les d4formations 

Gx-6quivariantes de k[[x]] ont pour espace tangent g'(Gx,k[[x]]d/dx).  I1 est 

donc naturel d'interpr6ter le terme H I ( G , O )  comme la contribution des 

d6formations 6quivariantes de chacune des branches aux d6formations 

6quivariantes du point double. 

Pour tout a E G, notons 

. ( . ) = f . ( ~ ) = z V . ( x )  x ~ V . , # ,  ~ ( y ) = 9 . ( y )  yvo(y) y ~ y .  ~ "= = = a , i Y  , 

i>o i>o 

vu comme dl4ment de Aut(k[[x, y]J/(xv)). Soit 

y.,o r r U a ' O v ( r  1 

~ =  ~-~,1,~,o ~ - - ~ , o  ' 

pour a E G. D~finissons [Cl] E H2(G, O) comme la classe de Cl : G 2 ~ O, avec 

(-, T) Cl 

PROPOSITION 5.7 : Le morphisme E x t ~ ( ~ / k , O )  ~ H2(G, O) est nul si et 

seulement si la classe [Cl] est nulle dans H 2 (G, 0) .  

Preuve : Comme G + Aut k[[x,y]]/(xy) est un homomorphisme de groupe, 

h.~(z) = f r ( h ( X ) )  et gar(X) = gr(g~(x)). Un rel~vement 5 de a a k[d[D,y]] (xy-te) ' 
t ~ 0, s'6crit (Lemme 5.2) 

-Uo,o ~ > o  V~,,~+lY i 
~(~) =/~(x) + t~&(y) avec & ( y )  = v~(y) ' 

Ei>0 a , i +  l x  -V,,,o _ U 
5(y) = g~(y) + tvT~(x) avec T~(x) = U~,(x) ' 

vu comme ~l~ment de Aut kH[[x , y]]. Pour avoir un rel~vement de G 

Aut k[r [Ix, y]]/ (xy - tr 
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nous devons v~rifier que le 2-cocycle Cl(a, ~-) d~fini par  l '~galit6 # e  - cl (or, ~ - ) ~  

(xy - to) est un 2-cobord. I~crivons 

C1(O" , T)(X) = X -~- tCCa,.(2g), el(O" , T)(y)  = y ~- t~r ). 

Nous avous 

#~-(x) = f ~ ( x )  + t~( f~( f~(x) )S~(y)  + S~(g~(y))). 

V a , o  T ] Or So(y) = - ~  + y (po lynSme en y) pour /3~  = ~ vo,1 et f~(x)  = U~(x) + 

xU~(x). Donc modulo  (xy  - re), 

a:~(x) - fo~(x) + t~(-Z~f'~(f~(~)) + #~U~,o + u~,os~(y) + s~(g~(y))). 

Nous devons identifier ce t e rme  avec la classe modulo  (xy - to) de 

c~(~,~)~(x) = f ~ ( x ) +  t4f'~(~)r s~(y)). 

R e m a r q u o n s  d ' a b o r d  que les t e rmes  en y coincident.  C o m m e  g ~  ( y ) =  g~ (go (y)), 

Vow(y) = V~(y)V~(g~(y)). Donc 

1 - u ~ , o V ~ ( y )  - v ~ ( y )  (y~ 1 ) v~(~) (9~(~)) - u ~ , 0 v ~ ( y ) .  

v~(y) 1 U~,oV~(go(y) ) ~ 
- (U~ 0(1 - Uo,oV~(y)) + 

V ~ ( y ) ,  ' v~(g~(y))  J 

Donc 

Or  

D'ofi 

1 - U~,,oVo~(y) 1 - Uo,oV~(y) 1 - U~,oV~(g~(y)) 
Vow(y) = U,,o V~(y) + Vo(y)V~(g~(y)) 

yS~(y) 1 - U~oV~(y) = ' �9 k[[y]]. 
v~(y)  

(car UaoV~,o -- 1). Les t e rmes  en x donnent  r : 

r = 9 ~ (  U~'~ f '~(fo(x)) ) 
C o m m e  U~,o~  + ~ = ~ et f ~ ( x )  = f '~(x) f~( f~(x))  est inversible 

r  f ~ ( x )  f ' ~ ( x )  f~(x)  
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Or Faction de G sur les champs de vecteur s'6crit 

(..) 
O" - -  ~ 

f$(x) f ; , (x)  

Donc 

DEFORMATIONS FORMELLES DE REVI~TEMENTS 303 

dimk Extlo,G(•O/k, (9) = dimk Hi(G, O) + dl, 

a v e c  51 = 1 si la classe [cl] est nulle et 51 = 0 sinon. D'apr~s le calcul 

pr4c~dent (Proposition 5.7), ee terme 51 s'interpr~te eomme la contribution 

des d4formations du point double aux d4formations 4quivariantes. I1 est done 

important  d'avoir un crit~re de (non)nullit4 de cette classe. 

Soit G = (or) C Aut k[[x,~]] un p-groupe cyclique G qui pr4serve les branches 

et agit trivialement sur l'espace tangent du point double. Notons Gx = (a(x)),  

Gy = <a(y)) et pnx, pay leurs ordres respectifs. Le groupe Gx (resp. Gy) 

s'identifie au groupe de Galois de t 'extension k((x))/k((t~)) (resp. k((y))/k((ty))) 
avec k[[tx]] = k[[x]] C" (resp. k[[ty]] = k[[y]]C~). Notons/3~ (resp./3y) l 'exposant 

de la diff4rente de k((x))/k((t~)) (resp. de k((y))/k((ty))). Par convention cette 

diff4rente est 4gale h -1 si le groupe de Galois est trivial. Avec ces notations, 

nous pouvons 4noncer le corollaire suivant (voir remarque 5.8) : 

Remarque 5.8 : D'apr~s le lemme 3.6, 

r ~--- - -  O" ~ ) - -  , 
f~.(x) f~(x) f~(x) 

De la m~me fa~on, nous pouvons montrer que 

Les rel~vements 5 de a E G ~ k[[x,y]]/(xy) d4finissent une d4formation G- 

4quivariante 

( ~ y -  t~) ' 

de O ~ k[~] si et seulement si la classe [Cl] de Cl : G  2 --~ O, 

97 _ 

,::.(x> 

est nulle dans H2(G,O) .  | 
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COROLLAIRE 5.9 : Soit G C Aut k[[~,y]] un p-groupe cyclique qui preserve les (xy) 
branches et agit trivialement sur l'espace tangent du point double. Alors 

�9 1 = 1) ' 

d lmkExto ' c (~O/k 'O)  L ~ : "  ] ,  p -  , L p u 1)J - 

off 51 = 1 si la classe [cl] est nulle et 51 = 0 sinon. 

Preuve : Nous avons la suite exacte (Lemme 3.6) 

0 H i ( G ,  O) 1 ^1 1 A1 ~ Exto(f to /k ,  Exto,G(~O/k, O) -+ O) G ~ H2(G, 0). 

Comme Faction de G est suppos~e triviale sur l'espace tangent 

1 ^1 O(fi~9 Exto(~o /k ,  O) c - Ext /k, O) -~ k. 

�9 1 ^ 1  Ainsi d ,mkExto ,c(~to /k ,O)  = d i m k H l ( G , O ) +  51 avec 51 = 1 si ~ = 0 et 

51 = 0 sinon (cette condition est traduite en termes de nullit6 de la classe [cl] 

dans la proposition 5.7). 

I1 nous suffit doric de calculer dimk Hi(G, O). D'apr~s le lemme 5�9 O = 

xk[[x]]O/Ox@yk[[y]]O/Oy. En reprenant la preuve de la proposition 4.1.1 [BeMe], 

nous obtenons 

dimk Hl(Gx'xk[[x]]~x) : ]2(~x - ~  1)] _ [~.~1]__. 

D'ofi le r6sultat annonc6. | 

Remarque 5.10 : Si pour tout a E G, les conducteurs de a(x), a(y) sont 

diff~rents de 1, alors 61 = 1. En effet dans ce cas aa  - fla = 0, a E G, donc 

Cl----0. 

Remarque 5.11 : Rappelons que d'apr~s la th~orie des d~formations, la dimen- 

sion de l'espace tangent au foncteur de d~formation est ~gale au nombre minimal 

de g~n~rateur de l 'anneau versel de d~formations. Le corollaire 5.9 donne donc 

une information precise sur l 'anneau versel de d~formations ~quivariantes du 

point double�9 

COROLLAIRE 5.12 : Soit G C Aut k[[~,~]] un p-groupe cyclique qui preserve les (xy) 
branches et agit trivialement sur l'espace tangent du point double. Alors 

�9 2 A1 dlmk Exto,c(~o/k, O) -- dimk Ext~),c(~/k, O) + 52, 
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avec ~2 E {0, 1}. 

Preuve : La suite suivante est exacte (Lemme 3.8) 

1 ^1 Ext~(~c~/k, 0 )  -~ H2(G, O) -~ Ext~,c(~) /k  , 50) 

--+ H 1 (G, n x t ~ ( ~ / k ,  O)) ~ H3(G, 0). 

D'apr~s le lemme 5.5, O --- xk[[x]]O/Ox @ yk[[y]]O/Oy. D'apr~s la proposition 

4.1.1 [BeMe] dimk HI(G~, xk[[x]]d/dx) = dimk H2(G~, xk[[x]]d/dx). D'ofi 

dimk H~(G, O) = dimk H2(G, 0). 

Avec les notations du corollaire 5.9, dimk Im(Ext~(5~/k, O) ~ H2(G, O)) = 51. 

D'ofi 

�9 2 ^ 1  dlmk Exto,G(~O/k, O) = 

�9 1 ^1 ( u l ( e ,  S x t ~ ) ( 5 ~ / k , O ) )  __+ H3(G,O)) .  , dlmk Exto,a(~o/k, O) + dimk ker 

Remarque 5.13 : D'apr~s la th~orie des d~formations, la dimension du groupe 

2 ^1  majorant du nombre minimal des re- des obstructions Exto,c(~O/k, O) est un 

lations de l'anneau versel des d~formations ~quivariantes du point double. Le 

corollaire 5.12 sugg~re donc qu'il y a "beaucoup" d'obstructions h d~former le 

point double. 

Enfin, les corollaires 5.9, 5.12 rev~lent l'importance de la notion d'~paisseur de 
la d~formation verselle : La d~formation formelle ~quivariante du point double a 

pour base Rver[[X,y]] Off Rver est l'anneau versel de la d~formation et r E MRver (~y-r) 
L '~paisseur  de la d~format ion  verselle est d~finie par e = sup(m, r E 

.~4nm ). La nullit~ de la classe [cl] ( c'est-~ dire, la nullit~ du terme 5 dans les 

corollaires 5.9 et 5.12) traduit que l'~paisseur de la d~formation verselle (~v-r) 
est 1 : r ~ 0 rood A42vo ~. Plus gdn~ralement, il serait int~ressant d'interpr~ter 

cohomologiquement l'~paisseur e de la d~formation verselle. Enfin il est naturel 

de demander sous quelle condition sur le groupe d'inertie G du point double, 

l'action de G peut se relever ~t une courbe lisse. 
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