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ABSTRACT

Let C be a generically smooth, locally complete intersection curve
defined over an algebraically closed field k of characteristic p > 0. Let
G C Autx C be a finite group of automorphisms of C. We develop a
theory of G-equivariant deformations of the Galois cover C' — C/G. We
give a thorough study of the local obstructions, those localized at singular
or widely ramified points, to deform equivariantly a cover. As an appli-
cation, we discuss the case of G-equivariant deformations of semistable

curves.

1. Introduction

Pour étudier le groupe fondamental d'une courbe algébrique en caractéristique
p > 0, une des méthodes fondamentales est la construction de revétements
par relévement ou par épaississement ([HaSt], [Ga], [GrMa], [He]). Ce procédé
permet d’obtenir un relevement global & partir de relevements locaux autour
des points de ramification. Pour obtenir une maitrise compléte du processus
de relévement, il faut une approche infinitésimale. L’objet de ce travail est de
montrer que la théorie des déformations équivariantes, & la Schlessinger, exposée
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d’un point de vue général par Illusie ([Il]), permet d’unifier ces constructions, y
compris lorsque la courbe dégénéere en une courbe semi-stable.

Soit C une courbe réduite connexe localement d’intersection compléte définie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique p > 0. Soit G C Aut, C
un groupe fini d’automorphismes de C. Nous développons dans cet article une
théorie des déformations G-équivariantes du revétement galoisien C — C/G
(§2), modelée sur le cas lisse ([BeMe|]). Nous considérons les déformations
équivariantes de voisinages formels des points de ramification et des points sin-
guliers (§3). Nous formulons un principe local-global (Théoréme 4.3). Nous
montrons comment ce principe permet d’expliquer, et éventuellement de
généraliser, plusieurs résultats récents sur les questions de relévements et
d’épaississements des revétements ([BeMe], [Ga], [GrMa], [He|, [Pr]). De plus
les problemes posés par la théorie des déformations sont plus généraux que les
seules questions de recollement, qui souvent concernent une base spécifique,
et ne visent pas la structure locale d’un espace de modules (§4.2). Enfin, la
démonstration de ce principe local-global précise le lien entre les déformations
locales et globales (§4.1). Elle repose sur 'hypothése que les points génériques
des composantes irréductibles ont une isotropie triviale. Cette hypothése exclut
et revele l'existence éventuelle d’obstruction de nature globale d’un nouveau
type : & la différence des courbes lisses, la caractéristique du corps de base
étant positive, les obstructions aux déformations d’une courbe semistable sont
de plusieurs natures. Il y a les obstructions locales, concentrées aux points dou-
bles et aux points (fermés) de ramification & groupe d’inertie d’ordre divisible
par p. En général, les obstructions localisées aux points doubles ne se réduisent
pas de maniéere triviale & celles liées aux origines des branches au point considéré.

Dans la derniére section (§5), nous traitons de maniére détaillée le probléme lo-
cal. Il s’agit dans ce cas de décrire ’anneau versel de déformations équivariantes
d’un point double. Nous déterminons Pespace tangent aux déformations
équivariantes du point double (Proposition 5.7). Dans le cas d’un p-groupe
cyclique, nous calculons explicitement les dimensions de l’espace tangent et
de l'espace des obstructions aux déformations équivariantes du point double
(Corollaires 5.9 et 5.12). Nous interprétons ces résultats en termes d’anneaux
versels de déformations équivariantes.

2. Déformations équivariantes : cas global

Nous rappelons d’abord brievement le formalisme des déformations
équivariantes dans un cadre général. Nous nous concentrons ensuite sur le cas
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des courbes projectives, éventuellement singuliéres.

Tous les schémas que nous considérons dans les sections §2 et §3 sont
localement noethériens. Fixons un corps de base k algébriquement clos de car-
actéristique p > 0. Si S est un schéma, Schg désigne la catégorie des S-schémas.
Soit X un S-schéma localement de type fini et plat. Soit G C Autg X un groupe
fini de S-automorphismes de X. Soit S — S’ un morphisme. Un relévement
G-équivariant de X 4 5’ est la donnée

- d’un schéma X’ plat sur S’ équipé d’un isomorphisme ¢ : X — X’ xg/ S,

- et d’une action de G sur X'/S’ qui rend le morphisme ¢ G-équivariant.

Deux relevements G-équivariants (X7{,¢1),(X5,p2) de X a S’ sont
équivalents, ou isomorphes, s’il existe un S’-isomorphisme G-équivariant

fiX{5 X, avee for = ps.

Une déformation G-équivariante de X & S’ est une classe d’équivalence de
relevements G-équivariants de X & S’. Le foncteur des déformations G-
équivariantes est défini par

Dx;s,c : Schs — Ens, 8" — {déformations G-équivariantes de X a S'}.

L’objet de ce travail est I’étude de ce foncteur dans le cas particulier o X est
une courbe C réduite connexe (génériquement lisse), localement d’intersection
compléte, définie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique p >
0. Nous supposons que C est munie de laction d’un groupe fini G d’auto-
morphismes et que G agit librement sur un ouvert dense de C.

Soit A un anneau de valuation discréte complet de caractéristique 0 de corps
résiduel k, par exemple A = W (k) anneau des vecteurs de Witt de k. Soit C la
catégorie dont les objets sont les A-algebres R locales noethériennes completes,
avec k= R/ Mg pour My idéal maximal de R ; les fleches sout les A-morphismes
d’anneaux locaux. La catégorie C est la sous-catégorie pleine de C formée des
objets qui sont de longueur finie comme A-modules. Notons k[e], ou €2 = 0,
Panneau de C des nombres duaux sur k. Définissons le foncteur des
déformations G-équivariantes globales

Dgio : C — Ens, A — {déformations G-équivariantes de C & Spec A}.

Notons Qé /k le faisceau des différentielles de Kéhler de la courbe C. Comme
dans le cas des déformations G-équivariantes des courbes lisses ([BeMe]),
I'espace tangent au foncteur Dy, est

Dgio(kle]) = Exty,, o(Qg 1k O0)
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(pour la définition du foncteur Ext voir [Grl] 5.6.7). Les obstructions aux
déformations appartiennent au groupe Ext2 0. /k,(’)c) (pour la théorie
générale des déformations équivariantes voir [Il]). D’apres le critere de Schles-
singer ([Sc] §3.7), le foncteur Dy, admet un anneau versel de déformations
Rgio. Par définition, anneau Rg, est un objet de C tel qu'il existe un mor-
phisme lisse

€ : Dgio — Homa (Rgio, —)

induisant un isomorphisme Dgo(kle]) ~ (Mg

g0/ ME,,)" entre espaces tan-

gents. Le morphisme £ est identifié & une classe d’équivalence de schéma formel

[5] = {[fn]}nzl € @DgIO(RgIO/MTILZm)'

D’apres le théoreme d’algébrisation de Grothendieck ([Gro3]), le schéma formel
¢ est algébrisable. Ce schéma formel est donc le complété formel d’une courbe
Cglo sur Spec Ry, dite courbe verselle de déformations.

Dans le paragraphe suivant (§3), nous détaillons I’étude des déformations
équivariantes dans un voisinage formel d’'un point singulier de la courbe C.
Nous explicitons l'espace tangent et le groupe d’obstruction.

3. Déformations équivariantes : cas local

Dans cette section nous developpons, faute de référence précise, les ingrédients
cohomologiques nécessaires a la formulation de notre probleme. Il s’agit pour
I’essentiel de construire le complexe cotangent équivariant (tronqué) a la manieére
de [LiSc].

Soit C une courbe réduite connexe localement d’intersection compléte définie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique p > 0. Comme au para-
graphe §2, nous supposons que C est munie de l'action d’un groupe fini G
d’automorphismes et que G agit librement sur un ouvert dense de C. Soit
z € C et soit @C,z lanneau local complété de la courbe C au point z. No-
tons G, C Autg @C@ le stabilisateur de z. Avant d’étudier les déformations
G;-équivariantes de C au voisinage (formel) du point z, nous développons
bri¢vement le formalisme de Lichtenbaum et Schlessinger ([LiSc], voir aussi [Vi])
dans le contexte équivariant. Les anneaux sont ici commutatifs et noethériens,
les algebres (essentiellement) de type fini.

Soit B une A-algébre plate et G C Autg B un groupe fini de A-auto-
morphismes de B. Soit A’ — A un homomorphisme d’anneaux surjectif de
noyau J tel que J2 = 0. Une G-déformation de B/A 4 A’ est une G-extension
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B’ (i.e. G agit sur B’)
0-J®4B—+B —-B—0

telle que B’ soit plat sur A’. Par souci de clarté, nous commengons par des
généralités sur les (B, G)-modules (§3.1), puis nous montrons que les G-déforma-
tions de B/A & A’ sont décrites par les groupes

Extp o(Qp,4,J ® B) (i=1,2)

(Théoréme 3.5). A laide d’un dévissage spectral nous donnons une
interprétation de la nature des groupes Ext’é,G(Q}g/A, J®aB),i=1,2 (§3.3).
Nous appliquons enfin ces résultats aux déformations équivariantes locales de la
courbe C au point z (§3.4).

3.1. (B,G)-MoDULES. Notons B[G] 'algebre libre sur B de base (¢)s,cc avec
la relation de commutation gbo~! = ¢(b). Un (B,G)-module M est un B-
module muni d’une action de G' compatible avec 'action de G dans B :

o(b-z) =0(b)-o(z), beB,xeM,0€G.
Si M, N sont des (B, G)-modules, alors
Homp (M, N) ~ Homp(M, N)¢

ot Homg (M, N) est muni d’une action de G définie par o(f)(z) = o(f(c1(x))),
o € G, f € Hompg(M,N), z € M. Cette propriété justifie I’existence de la suite
spectrale ([Grl] Théoréme 5.6.3)

By’ = H'(G,Ext};(M, N)) = Extg (M, N)
ou Exty (M, N) = R"F(M), n-ieme dérivée a droite du foncteur
F =Hompg,g(—,N).

Si X est un B-module projectif, alors P = B{G] ®g X est un (B, G)-module
projectif. En effet pour tout (B, G)-module N,

Hompg ¢(B[G] ®g M,N) ~ Homp(M, N).

LEMME 3.1 : II existe un systéme de variables (Xa)aer, une action de G par
permutation sur (X, )aer avec @, v AXa (A, G)-projectif et une surjection de
(A, G)-modules

R = A[(Xo)aer] <= B.
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Preuve : Soit V un sous A-module de B, G-stable et qui engendre B comme
A-algebre. Soit P un (4, G)-module libre (donc projectif) de base (Y, ) er avec
une surjection de (A, G)-module P — V. Cette surjection induit une surjection
G-équivariante

R = Sym%(P) - B.

Nous pouvons écrire B = A[(X4)acr], ol I'ensemble des variables (X4)aer
s'obtient en prenant |G| copies Y, 4, g € G de chaque variable Y,, v € T
En écrivant @ = (v,9) et g’a = (v,¢'g), laction de G sur (Xg4)qer vérifie
9 Xoa = Xgo et @,y AXo est (A, G)-projectif (et méme (A4, G)-libre). |

Soit R = A[(Xa)aer| défini par le lemme 3.1. Nous notons R = A[X,]
lorsqu’aucune confusion n’est possible. Soit [ le noyaude p: R — B

0-I—R-LB—0.

Comme les variables X, sont permutées par G, le noyau I est un (R, G)-module.
Soit F' un (R, G)-module projectif avec une surjection (R, G)-linéaire j : F — I.
Notons @ le (R, G)-module noyau de j :

0-Q—F-LI-0.

Soit Fy le sous-R-module de F' engendré par les relations j{z)y — j(y)x pour
z,y € F. Alors Fy est un sous-(B, G)-module et la suite suivante est exacte

(1) 0— Q/Fy— F/Fy 5 R— B —0.

La donnée d’une suite exacte de ce type est dite G-présentation libre de B/A.
Cette présentation du (A4, G)-module B est trés utile. Elle permet notamment
de définir le complexe cotangent G-équivariant

Q/Fo - F®rB — Qp/y ®r B — 0

ol Qf /4 st le module des différentielles de la A-algebre R. Lorsque nous
oublions la structure de G-module, le complexe précédent s’identifie au complexe
cotangent au sens de [LiSc]. Le lemme 3.1 permet de suivre les démonstrations
de [LiSc] dans le cas G-équivariant et de montrer que la cohomologie du complexe
tangent G-équivariant ne dépend pas de la G-présentation libre. Gréace aux
deux lemmes suivants, nous identifions la cohomologie du complexe cotangent
G-équivariant avec des groupes Extg’G.
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LEMME 3.2 : Les (B,G)-modules F ®r B et Q}Q/A ®r B sont projectifs.

Preuve : Le (R,G)-module projectif F' est facteur direct d’un (R, G)-module
libre. Le module F ®pg R est facteur direct d’un (B, G)-module projectif. Donc
F ®pg B est un (B, G)-module projectif.

Par définition du module des différentielles, il est facile de montrer
Pisomorphisme G-équivariant suivant

Qs ~ RO4P

olt R = sym% (P) (avec les notations du lemme 3.1) ; Paction de A[G] sur RQ 4 P
est I'action diagonale pour les éléments du groupe G étendue linéairement a
A[G]. Pour établir la (B, G)-projectivité de €}, /4 ®r B, il suffit donc de voir
que (R®4 P) ®g B est (B, G)-projectif. 1

D’apres [LiSc] Proposition 3.2.1, les suites de (B, G)-modules suivantes sont

exactes :
(2) 0= I/I - Qp s ®p B — Qp)y — 0,
(3) 0—Q/Fp— F®rB—1/I? -0,

pourvu que B soit une A-algébre plate réduite essentiellement de type fini
d’intersection compléte relativement & A.  De plus, nous avons alors
Ext% QL M ) = 0 pour tout B-module M. Sous ces hypotheses, le lemme 3.3
donne une description des deux premiers groupes de cohomologie du complexe
cotangent G-équivariant.

LEMME 3.3 : Supposons que B est une A-algébre plate réduite essentiellement
de type fini d’intersection compléte relativement & A. Soit M un (B, G)-module.
Alors

__ Homp(I/I?, M)
o Homgyg(Q%z/A Rr B, M)’

Homp ¢(Q/Fo, M)
Exth (0,4, M) ~ : it/
*5,6(2/4) M) Homp ¢(F ®g B, M)

EthB,G(QlB/A7 M)

Preuve : Comme B est une A-algebre plate réduite essentiellement de type fini
d’intersection complete relativement a A, la suite de (B, G)-module suivante est
exacte

(4) 0— I/ - Qs ®r B — Qp/4 — 0.
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Ecrivons la suite exacte longue associée, i > 1
— Ext’ 6(Qp 4 ® B, M) — Ext o(I/I%, M) — Extf (g /4, M)
— Ext (/4 ® B,M) >
Comme Q}%/A ® 4 B est (B, G)-projectif (Lemme 3.2), Extgwc(ﬂ}%m@B, M)=0
et
Exty g(I/I%, M) ~ Extif (Qp/4, M), i=0,1.
Les suites exactes de (B, G)-modules (4) et
0—-Q/Fy— F®rB—1/I? -0,

et le fait que les (B, G)-modules F ®p B et 1}, /4 ®4 B sont projectifs (Lemme
3.2) permettent alors de conclure. 1

3.2. DEFORMATIONS EQUIVARIANTES D’ALGEBRES. Soit A’ — A un homo-
morphisme d’anneaux qui est surjectif de noyau J tel que J? = 0. Rappelons
qu’une G-déformation de B/A & A’ est une G-extension B’

0—-J®sB—-B —-B—0
telle que B’ soit plat sur A’. Rappelons aussi le critére local de platitude ([Gr2])

LEMME 3.4 : Un A’-module B’ est plat sur A’ si et seulement les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites

i. B= B'®4' A est plat sur A,

ii. J®a B — B’ est injective.

Considérons une présentation libre G-équivariante

B = A[(Xa)aET]/I = A[(:Ea)aET]’ I= ((f‘Y)’YGF)

avec 0(Zqo) = Ty(a) €t 0(fy) = fo(y) Pour tout « € T,y € T et 0 € G. L’action
de G sur A’[X,] et A[X,] est action induite par 0(X,) = X,(4) et la surjection
naturelle A’'[X,] — A[X,] est G-équivariante. Notons f;, la relation f, € A[X,]
vue comme élément de A'[X,]. Ecrivons J = Yoaca Aty et B = A'[X,]/I'.
Ainsi ((f])yer, (tx)aea) est un systeme de générateurs G-stables de I’ comme
(A, G)-module :
B = A'Xa]/(f,t5)-

Soit (Vy)yer (resp. (Ta)aea) un systéme de variables G-stables (pour I’action
de G relevée a I') indépendantes et soit

R=AX., F=@RV,, R=4X), F=(PRrRV,)e(@RT).
~€l ver A€A
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La construction §3.1 (1) donne alors une G-présentation libre de B/A (resp. de
B/A) :

0—-Q/Fp—F/Fhb - R— B —0,
0—-Q/F;— F/Fj,— R —B—0.
L’obstruction aux G-déformations de B/A 4 A’ est la classe

Homp ¢(Q/Fo, J ®4 B)
Homp ¢(F ®r B,J ®4 B)

obsp/4(A") = (0] € ~ Exth o(Qp,4,7 ®4 B)

ouf:Q/Fy — J®a B est définie comme suit : un élément de Q) est une relation
entre les f, dans A[X,] :

Za,,f.,:O, a, € A

yel’

Relevons cette équation & @' modulo Fy

Z gata + Z ayfr =0 dans A'[X,)].

A€A ~yel

L’application § est définie par

0:Q/Fo—>J®aB, 00D ayfy) =) aata®1).

vyl AEA

Le théoréme suivant montre que I’élément obsp,4(A’) s’identifie effectivement
a une obstruction au sens suivant :

THEOREME 3.5 : Soit A’ — A une petite surjection de noyau J. Soit B une
A-algebre plate réduite essentiellement de type fini d’intersection compléte
relativement 4 A. Soit G un groupe fini de A-automorphismes de B.

i. Alors B/A admet une G-déformation &4 A’ si et seulement si

obsp 4(A’) € Exty ¢(Qp/4,J ®4 B)

est nulle.
ii. 5i obsgsa(A’) = 0, 'ensemble des G-déformations de B/A & A’ est un
torseur sous Ext};yc(ﬂg/m J®4 B).

Preuve : i. Supposons que obsg/4(A’) = 0. Cela signifie que

HEEHOHHLGQQ/FB,JC@Alg)
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est induite par une application (B, G)-linéaire 6y € Homp ¢(F ®g B,J ®4 B) :

bo: BV, = J®aB, Vy— > ta®@dya.
yerl A€EA

Pour construire une déformation G-équivariante de B/A & A’, cherchons une
perturbation des équations (f.) de la forme

£y, € JAIX]

de telle fagon que
B' = A'[Xa]/(f} +4)

soit une G-déformation de B/A : B’ doit étre muni d’une action de G et B’
doit étre plat sur A. Choississons un relevement de ¥, 3¢5 tady,x € JA'[X4].
Montrons que B’ est alors plat sur A. D’aprés le critere de platitude 3.4, il suffit
de montrer que J ® 4+ B’ — B’ est injective (car J &4 B = J ® 4/ B’). Soit
Yoaeatr ®by € J@a B, avec by € A'[Xo]/(f;, +,) et by un relevé de by dans
A'[X,]. Dire que I'image de ), tA ® by est nulle par J ® 4+ B' — B’, signifie
qu'il existe (¢, )yer € A'[X,]T tels que dans A'[X,]

Z taby = Z C'y(f'ly + ¥y).

AEA v€T
Donc Y-y cptaby — 2 cr &y (f5 +44) € Q'. D’oti en notant encore by (resp. c,)
I'image de by (resp. ¢y) dans A[X,], par définition de 6

0(267f7)=—26)‘(t,\®1)+ Z ¢7,,\Cq(t,\®1).
~er AEA vET,AEA
Or 8(3 " cr ¢y fa) = 2 eraen Pr.acy(tr ® 1) car § est induite par fp. Donc
Yba(ta®1) =0et J® A" — B’ est injective. En utilisant la (B, G)-linéarité
de 6, nous vérifions que 1'action de G est bien définie sur B’.

Réciproquement si B' = A'[X,]/(f, + 1) est une G-déformation de B/A &
A'. Ecrivons 9y = 35 cp tadya. Alors tout élément 2 er @y fy de Q se releve
a Q' modulo Fy sous la forme 31 a4(f}+1,). Donc 'application 6 est définie
par

0:Q/Fo—J®aB, 60} ayfr)= D adata®l).
Y€l A€A,veD
Cette application est induite par 1’application 6y : EBWQ BV, - J®4B,V,—
Y xea tr ® ayoy a qui est (B, G)-linéaire car B’ est une G-déformation de B/A
a A’. D'ot obsg/4(A") = 0.
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ii. Soit B’ une G-déformation de B/A & A', B’ = A'[X,]/(f;). Toute
déformation de B/A &4 A’ peut s’écrire

A'[XL/(fL + by), &y € JA X,

olt (¢4) est une famille G-stable. La condition de platitude implique que
Papplication ¢ : I/I? — J &4 B induite par fy — &4 est (B,G)-lindaire.
Réciproquement soit

Homp ¢(Q/Fy, M)
HOInB)G(F Rr B, M)

4] € ~ Extp (Qp g, J ®a B)

admettant ¢ : I/I° — J ®4 B, fy (ﬁ., comme représentant. Soit ¢, un
relevement de ¢ & JA'[X,]. Alors A'[X,]/(f. + ¢,) est une G-déformation de
B/A a A'. Donc 'ensemble des G-déformations de B/A & A’ est un torseur sous
Extp (05,4 J ®4B). B

3.3. DEVISSAGE SPECTRAL DES GROUPES ExtiB’G(QB/A,M). Soit M un
(B,G)-module. Nous supposons, comme dans §3.2, que B est une A-algébre
plate réduite essentiellement de type fini d’intersection compléte relativement a
A. Considérons la suite spectrale

(5) 59 = HP(G, Exty (4, M)) - » Ext & (4, M),

Précisons les suites exactes de bas degrés associées a cette suite spectrale.

LEMME 3.6 : La suite suivante est exacte
(6)

0 — H'(G,0) = Extp (4, M) - H(G,Extp(Qp,4, M)) - H*(G,0)
ou = HomB(Q};/A,M).

Preuve : La filtration sur 'aboutissement de la suite spectrale (5), conduit &
la suite exacte

(7) 0— B’ — Extp o(Qp/4, M) = EL' — 0.
Il est immédiat que EL° = E21‘0 = HY(G, HomB(Qg/A, M)) et que
EY' = B3 = ker(H%(G, Ext (R, 4, M)) — H*(G, Homp(Q 4, M))).

En identifiant les termes de la suite (7), nous obtenons le résultat annoncé.
|
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Remarque 3.7 : Le dévissage spectral de l'espace tangent Ext}g,G(Qg / M)
fait intervenir deux termes. Les déformations de la singularité de la courbe C
au point z d’anneau local B s'expriment via le groupe H%(G, Exty (0L Jar M)
L’étude des déformations du point double met en valeur la signification de ce
groupe en termes d’épaisseur (voir §5.2).

LEMME 3.8 : La suite suivante est exacte

H°(G,Extp(Qp, 4, M)) —» H*(G,0) — Exty (g4, M)
— H'(G,Ext(Qp,/4, M)) — H*(G,0)

02 © = Homp (Y, M).
Preuve : D’aprés la suite spectrale (5), nous avons la filtration décroissante
Exth o(Qp/4,M)=F° D F' D F?>0.

Avec les hypotheses sur 'algébre B, nous avons F/F' = 0 car Ext}(Q},,, M)
= 0. Il est facile de montrer que F'/F? = EL! = Eé’l et

E3" = ker(H'(G, Extp(Q}/ 4, M)) — H*(G,Homp(Q}p,4, M))).

Enfin F? = E2%0 est le conoyau de Eg’l - E§’°, ce qui, compte tenu de
I'identification de ces termes, conduit & la suite exacte annoncée. |

3.4. DEFORMATIONS EQUIVARIANTES LOCALES. Revenons au foncteur des
déformations G-équivariantes locales d’un point formel point z € C. Comime
C est une k-courbe génériquement lisse localement d’intersection complete,
0, = @C,m est une k-algébre d’intersection compléte (plate) génériquement
formellement lisse et formellement de type fini. Le formalisme précédent (§3.2)
s’applique sans changement 3 cette situation. Notons G, le stabilisateur de x.
Le foncteur des déformations G,-équivariantes au point z est

D, :C — Ens, Aw {G,-déformations de la k-algebre O,}.

Le théoréme 3.5 s’adapte immédiatement au cas ot O, est formellement de type
fini sur k en prenant le module des différentielles complété ﬁ%?,,. /KT (comparer
avec le cas lisse traité dans [BeMe]) Les obstructions aux déformations appar-
tiennent au groupe Ext?gzyg(ﬁbz /K> 0,). Lexistence de la déformation triviale
de Oy /k & k[e] montre que obse, /x(k[e]) = 0. Nous avons donc I'isomorphisme

D (kle]) = Exty_ ¢(Qb, /x> Oc)-
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Les hypotheses du critére de Schlessinger ([Sc] §3.7) étant satisfaites, le fonc-
teur des déformations G,-équivariantes au point £ admet donc un anneau versel
R, de déformations. L’objet du paragraphe suivant est de relier ’anneau versel
Ry, des déformations G-équivariantes globales de C' aux anneaux versels des
déformations aux points singuliers et aux points de ramification sauvage de C.
Nous prouvons alors que, sous une condition naturelle, ces deux foncteurs sont
isomorphes (Théoréeme 4.3).

4. Principe local-global

4.1. ENONCE DU PRINCIPE LOCAL-GLOBAL. La situation est la suivante. Soit
Y1,---,Yr les images des points singuliers et des points de ramification sauvage
du revétement C — C/G. Cela suppose donc que les points génériques des
composantes irréductibles ont une isotropie triviale. Pour 1 < ¢ < r, notons
z; un point de C au-dessus de y; et G, son stabilisateur (éventuellement tri-
vial pour un point singulier). Définissons le foncteur des déformations G-

Dloc: H Dzia

1<i<r

équivariantes locales

ou D,, est le foncteur des déformations G,,-équivariantes au point z; (voir
83.4). Le choix du point z; est sans importance, car si nous changeons z; en
autre point z de son orbite sous G, nous obtenons un foncteur D¢, isomorphe
a Dg,,. Par localisation en ces points, nous définissons un morphis}ne

o Dglo — Dige,

qui a une déformation G-équivariante globale de C & A objet de C associe les
déformations G,-équivariantes aux points z;,1 < i < r & A. D’apres le §3.4
Pespace tangent (resp. le groupe d’obstruction) au foncteur Dy est

H Ethoxi Ke ™ (chf),i /i Oz,)s

1<i<r

pour j =1 (resp. j = 2). Notons 7 : C — C/G et pour F un (G, O¢)-module,
78 (F) le faisceau sur C/G défini par 7¢(F)(V) = I'(z~1(V), F)€, pour V
ouvert de C/G. Le foncteur exact & gauche

Homog,6(Qog, ~) =77 (Homoe,6(Qo,,6:~))
définit par dérivation les faisceaux sur C/G

Extd, (b, 0c), neN.
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D’apres [Grl] 5.6.9, la fibre en un point y = 7(z) € C/G de Eztd_ ¢(Qp,,Oc)
est

(1) ExtnOC,G(QIC/k’ OC)y=7r(a:) = Ewt%,,GI ((Qlc/k)w’ Ox)

Grothendieck établit également I’existence d’une suite spectrale ([Grl] Théoréme
5.6.3)

(2)  EP?=HP(C/G, Extl_ (. /k Oc)) = Ext5 - (Qp, /1, Oc)-
LEMME 4.1 : L’application

Extg, ¢(Qb/k Oc) — H EXtox Ga, (Qox /i Oz,)

1<i<r

est surjective de noyau H*(C/G, Homoc,g(ﬂéc/k, O¢)).

Preuve : Considérons la suite spectrale (2) en degré total p+ g = 1. En
constatant que E2° = H*(C/G, Homoc,c(Qéo/k,(’)C)) =0, EY' = E%L et

E;° = EL0 nous obtenons la suite exacte

0 — H'(C/G, Homo, ¢, /i, Oc)) — Bxty,, ¢(Qb, /x> Oc)
(3) — H(C/G, Exto,, ¢(Qo, 1 Oc)) = 0.

Le faisceau E$tbc,G(Q%')c/kv Oc) est & support dans {y1,...,yr}. D’apres (1),
nous avons donc

H(C/G, Eatb, ¢(Qp. /e 0c)) ~ ] Exto, 6. Q. jxr0z,).

1<i<r

Le lemme découle alors de l'identification de ce terme dans la suite exacte (3).
1

Le noyau ker ¢ du morphisme de foncteurs ¢ : Dg, — Dioc s'interpréte en
égale caractéristique comme le foncteur des déformations localement
triviales : soit A un k-espace vectoriel de C. Une déformation G-équivariante
globale de C a4 A est localement triviale si pour tout point z;, 1 < ¢ < r
la déformation G,,-équivariante induite est la déformation triviale. Le groupe
HYC/G,Homo,c(Qos/k, Oc)) s'interpréte alors comme l'espace tangent au
foncteur ker ¢.
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LEMME 4.2 : Les groupes d’obstructions aux foncteurs Dgio et Dioc sont iso-
morphes.

Preuve : Considérons le terme de degré total p+¢ = 2 de la suite spectrale (2).
Le terme E2 0 est nul (voir preuve du lemme 4.1). Comme Ext} c,G(ch e
est & support fini, E3' = H(C/G, Extbc’c(ﬂéc/k, O¢)) = 0; nous obtenons
I’isomorphisme

EXtéc,G(Qéc/kﬂ OC) L) HO(C/G7 Ewtéc,c(ﬂéc/k" OC))'

Le faisceau Extg, , o(Qp, sk Oc) est a support dans {y1,...,y-}. Donc, d’aprés

(1),

H®(C/G, Eath, c( Qoo Oc) = [] Extd, 6. Qo.,/kO)

1<i<r

et I'isomorphisme annoncé

Extd, Qb 0c) — [] Ext%ziycri(ﬁozi/k,(’)mi). ]

1<iLr

Avec les lemmes 4.2 et 4.1, la preuve du principe local-global suivant est
formellement identique & celle du théoréme 3.3.4 [BeMe].

THEOREME 4.3 : Le morphisme ¢ : Dgio — Do est lisse.

Preuve : Considérons une petite extension A’ — A, il s’agit de prouver que
I’application naturelle

(4) Dglo(A,) i Dglo(A) X Dioc(A) Dloc(A/)

——

est surjective. Soit [(X, Q)] € Dgio(A) tel que ¢(X) se releve & A’ en ¢(X). Ainsi
Pobstruction & relever ¢(X) & A’ est nulle. D’aprés le lemme 4.2, 'obstruction
arelever (X,G) & A’ est donc aussi nulle : nous avons une déformation (X, G)
4 A’. Les éléments ¢(X) et QB/(B(/) different de V'action d’un élément é de Pespace
tangent au foncteur Dj,.. Or, d’apreés le lemme 4.1, ¢ est surjective sur les
espaces tangents. Donc § admet un antécédent par ¢ dans 'espace tangent au
foncteur Dg)o. En corrigeant X par cet antécédent, nous obtenons ¢(X) = gb/(\)?),
d’olt la surjectivité de (4) et la lissité du morphisme de foncteur ¢. |

En termes d’anneaux versels de déformations, le théoreme 4.3 s’exprime de
la fagon suivante :
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COROLLAIRE 4.4 : Soit R; I'anneau versel de déformations de D, et Ry,
I’'anneau versel de déformations de Dg),. Alors

Rglo = (Rl® . @Rr)[[Ula .. -aUN]]a

avec N = dimy H*(C/G, Homoc,g(Qé)C/k, Oc¢)).

Remarque 4.5 : Pour établir le théoreme 4.3, nous avons supposé que les points
génériques des composantes irréductibles ont une isotropie triviale. Cette hy-
pothese est toujours satisfaite pour les courbes lisses. En général, les obstruc-
tions localisées aux points doubles ne se réduisent pas a celles liées aux origines
des branches aux points considérés. De nouvelles obstructions, de nature glo-
bale, peuvent apparaitre. Elles sont déja visibles dans [He| et seront étudiées
dans un travail en préparation du premier auteur avec Maugeais ([BeMa)).

4.2. RELEVEMENTS ET EPAISSISSEMENTS DES REVETEMENTS GALOISIENS.
Comme application immédiate du principe local-global (Corollaire 4.4) nous
obtenons le résultat suivant concernant le relevement en caractéristique zéro
(voir [He], [Pr]). Les notations et restrictions sont les mémes que dans le para-
graphe précédent (§4.1). En particulier les points génériques des composantes
irréductibles ont une inertie triviale.

THEOREME 4.6 : Soit R un anneau de valuation discréte complet qui domine
W(k). Le revétement galoisien C — C/G admet un relévement a R si et
seulement si pour tout point x € C avec groupe d’inertie G non trivial, action
de G sur (/’)\C,:c se reléve a R.

Preuve : Supposons que la courbe C' admette un relévement équivariant C’ &
R. Alors l'action de G, sur @C,z se reléve en une action de G, sur @C',z.

Réciproquement C' étant une courbe projective, la déformation équivariante
de C est algébrisable ([Gro3]). Pour obtenir un relevement équivariant de C &
R, il suffit donc d’avoir un morphisme d’anneaux locaux Rgo — R. D’apres
la structure de Rg, (Corollaire 4.4), il suffit d’avoir des morphismes R; — R,
1 €1 < r. Ces morphismes existent car, par hypothése, en tout point = de C,
I’action de G sur @C,w se releve. 1

L’approche par déformations permet de considérer des bases plus générales
que dans le théoréeme 4.6. Dans une méme direction, nous pouvons espérer
retrouver les théorémes d’épaississement d’Harbater et Stevenson ([HaSt]) qui
sont en fait des résultats de déformations équivariantes en égale caractéristique,
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mais pas exactement dans le sens qui est fixé dans ce travail. Cela suggere de
modifier le foncteur des déformations en “fixant” la base du revétement. Pour
obtenir ces théorémes, et en suivant leurs hypotheses, il faut se limiter aux
épaississements & k[[T7]], comme expliqué dans [HaSt]. Cette restriction autorise
Vutilisation des résultats de rigidité d’Artin et Hironaka-Rossi (voir [Ar2]).

5. Déformations G-équivariantes des courbes semi-stables

Nous supposons dorénavant que C est une k-courbe semi-stable. Rappelons
qu'une courbe semi-stable est une courbe projective réduite connexe dont
les points singuliers éventuels sont des points doubles ordinaires. L’objet de ce
paragraphe est la description des déformations & 'ordre un, en d’autres termes
les espaces tangents aux foncteurs des déformations G-équivariantes locales et
globales de C.

5.1. DEFORMATIONS G-EQUIVARIANTES DU POINT DOUBLE. Soit z € C un

point double. Alors

0= 6. Mzl

’ (zy)
Le groupe d’inertie G, au point z est un groupe fini d’automorphisme G, C
Aut O. Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous notons G pour G,. Nous
allons interpréter en termes de déformations la suite exacte (6) décrivant 'espace

tangent aux déformations G,-équivariantes du point double
Do ¢ (kle]) = Extp, o(Qp 4, O).
Commengons par une remarque sur les automorphismes de ﬂﬁ_’—ﬂ pour A un
(zy—a)
objet de C et a € M4.

LEMME 5.1 : Soit A(z,y) = xy—a. Pour tout F € A[[z, y]] il existe une unique
écriture sous la forme

F(z,y) = H(z,y)A(z,y) + ¢(z) + ¥ (v),

avec H € Alle,yll, ¢ € Alla]) $(0) = 0 et ¥ € Alfy]|

Preuve : L’existence d’une telle écriture est claire. Pour établir I'unicité soit
H(z,y) = X, en ho,a2?y? € Al[z,y]] tel que H(z,y)A(z,y) = ¢(z) + 9(y).
Alors

Z hp,qe? 1yt — Z ahp q2Py? = ¢(z) + P(y).

p,g€N p,gEN
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Donc pour tout p,q € N, hpq = ahpt1,441. Par récurrence, pour tout [ > 0,
hpq = a'hpiiqi. Comme I'anneau A est séparé pour la topologie M 4-adique,
hpqe=0,p,gcN, H=0. |

Soit ¢ € G un automorphisme de O qui préserve les branches. Il est défini
par linéarité par

o(z) =zU(z), o(y)=yV(y), avecU(z)= Z Uiz, V(y) = Z Viy'.

i>0 i>0

Pour étudier Do ¢ (k[e]), décrivons les relevements de o & k(—[;g[%%l avec t € k

fixé. Un tel relevement & s’écrit

5(z) = aU(z) +teS(y), o(y) =yV(y) +teT(z),

€ kle](z]], V(v) € kle]l[y]] tels que

avec S(y) € k[[yll, T(z) € kfz]], U(z)
V(y). De plus 'automorphisme & doit

modulo (¢), U(z) = U(z) et V(y)
satisfaire d(zy — te) C (zy — te). Or

U(

5(xy — te) = (zU(x) + teS(y)) (yV (v) + teT(z)) — te.

Modulo (zy — te) nous obtenons

7 (zy — te) =te(UpVp — 1) + xte (U(w)T(m) +V Z Ui+1xi>
i>0

) |
+ yte <V(y)S(y) + Uo Z Vz’+1yl) .
i>0

Nous en déduisons alors

LEMME 5.2 : L’automorphisme o se reléve en un automorphisme & de %@%ﬂl

si et seulement sit =0 ou si UpVy = 1.

Preuve : Supposons t # 0, d’apres (1) la condition UpVy = 1 est nécessaire.
Elle est suffisante car 'automorphisme & défini par

U, o Vig 1yt Vo) 5o Us 7'
S(y) = 02120 i+1Y . T(z) = 02120 +1
V() U(z)
et U(z) = U(x), V(y) = V(y), est un relevement de o & E(%[_’Ltg)ﬂ (U(z) et V(y)

sont inversibles car UpVp = 1). ]
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Remarque 5.3 : Supposons les hypotheses du lemme 5.2 satisfaites. Alors il
existe & un relévement de o a %_[i—g)” Un autre relévement &' de o s’obtient
a partir de & par

&'(z) = 6(z) + teaU'(z), &'(y) = G(y) +teyV'(y),

pour U'(z) € k[[z]], V'(y) € K[ly]]-

Remarque 5.4: Sile groupe d’inertie est un p-groupe, la condition UgVy = 1 est
toujours satisfaite. Dans le cas modéré cette condition correspond a I’hypothése
sous laquelle il est possible de lissifier I’action (modérée) de G ([Ek], [Sa]). Nous
verrons (§5.2) que cette hypothése revient & supposer que laction de G est
triviale sur ’espace tangent aux deformations infinitésimales du point double.

5.2. DEFORMATIONS INFINITESIMALES D'UN POINT DOUBLE. Un relévement
de O & A est la donnée d'une A-algébre plate R avec un morphisme R —
R®4k ~ O. Une déformation de O & A est une classe d’équivalence de tels
relevements : R et R’ sont équivalents s’il existe un A-isomorphisme ¢ : R —
R avec o/ o ¢ = a.

Par définition le foncteur des déformations infinitésimales du point
double est

F:C — Ens, A {déformations de O & A}.

D’apres [DeMu], ce foncteur des déformations infinitésimales du point double a
une déformation effective a I'anneau versel EV(_(%HS_’;)/_{H : toute déformation & A
objet de C est isomorphe & la classe d'équivalence de (%[i-ﬁ%])l, @), pour un a €
M 4, Papplication « étant induite par I’application canonique A — A/ M4 ~ k.

L’espace tangent au foncteur F est ([Arl])
F(kle]) ~ Exty (0, 0) ~ k.

Etudions l'action de G sur Exté/k(ﬁé/k, 0). Une déformation de k{[z,y]]/(zy)
a kle] est une classe d’équivalence de relevement de la forme

Oh = k[&]“:}'}, y”/(xy - Eh(iv; y))’ h($1 y) € k[[ﬂ:, y]]

Deux relevements Oy, et Oy sont équivalents si h(0,0) = A’(0,0). Il suffit donc
de considérer les relevements de la forme

O, = kle][[, y]]/(zy — te), tek.
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Le groupe G agit sur l’espace tangent des déformations infinitésimales du point
double Extg, (€2, /10 O)- Laction sur [0, 04 : Oy — O] est définie par

o0, ) = [Or,004), o €QG.

Supposons que Paction de G préserve les branches. Un élément ¢ € G vu comme
automorphisme de O s’écrit

o(z) =2U(x),0(y) =yV(y) avecU(z) =) Ui, V(y) =) Viy'".

i>0 i>0
Comme o(zy — te) = UpVo(zy — Uy 'V~ te)+ termes de plus haut degré, o agit
sur 'espace tangent par la multiplication par (UsVp)~}. L’hypothése du lemme
5.2 consiste donc & supposer que I'action de G sur Extg(Qo 7k, O) est triviale.

Dorénavant, nous supposons que 'action de GG préserve les branches et est
triviale sur l’espace tangent.

5.3. INTERPRETATION DU DEVISSAGE SPECTRAL. Nous donnons une in-
terprétation en termes de déformations de la suite exacte décrivant ’espace
tangent Ext, ¢(Qo/x, O) (Lemme 3.6)

0 — HY(G,8) — Extp, o(Qb 1, 0) — H(G, Extp (D 1, ) — H*(G,0)

ol 6= Homo(ﬁb/k,(’)). D’apres §5.2, Ext}g(ﬁo/k,O) est 'espace tangent au
foncteur des déformations infinitésimales du point double. Comme 'action de
G est supposée triviale H(G, Exté(ﬁ})/k, 0)) ~ Exté(ﬁo/k, 0).

Pour interpréter le terme H(G, ©), introduisons G, G, les restrictions de G
sur les branches respectives de parameétres z et y. Alors

LEMME 5.5 : Comme G-module,
0 0
© = aklfz]] 7~ @ yk[[y]]g)g,

ol k[[z]]0/0x (resp. k{[y)]8/0y) est le k{[z]]-module (resp. le k[[y]}-module) des
champs de vecteurs formels sous G, (resp. Gy).

Preuve : Par définition © = Homo(ﬁé Ik 0). Or

oL~ k{[z, y]ldz © k[[z, yl|dy
O T T (zdy +ydz)

Donc 9 5



Vol. 155, 2006 DEFORMATIONS FORMELLES DE REVETEMENTS 301

Ecrivons p(z,y) = p1(z) + p2(v), ¢(z,y) = q1(2) + g2(y) avec p2(0) = ¢:(0) = 0.
Alors

Kllz,y]]
y)

yp(z,y) + zq(z,y) = yp1(z) + yp2(y) + 21 (2) + 2g2(y) =0 € ——— @

Ainsi pa(y) et g1(z) sont constants, donc nuls; et p;(0) = ¢2(0) = 0. Do
peak(z]] et g € yk[ly]]. B

Remarque 5.6 : Rappelons que dans le cas d’un point régulier, les déformations
G -équivariantes de k[[z]] ont pour espace tangent H'(Gy,k[[z]]d/dz). 11 est
donc naturel d’interpréter le terme H'(G,©) comme la contribution des
déformations équivariantes de chacune des branches aux déformations
équivariantes du point double.

Pour tout o € G, notons
o(z) = fo(z) = 2Us (x '—xZUaﬂ: = go(y )—ng(y):yZV,,,-y",
i>0 i>0
vu comme élément de Aut(k[[z,y]]/(zy)). Soit

A Us o

oy = Usi, Bo= 1
o Ua,Oa’, o Va'Oa

pour ¢ € G. Définissons [c1] € H%(G, ©) comme la classe de ¢; : GZ — ©, avec

Bor i B \ O or i o\ O
an) = (5 (z)—U(ﬂ(x))_fé(z))%Jr(g{i(y)—U(gf(y))_g;(y))a_y’

agT

PROPOSITION 5.7 : Le morphisme Exté(ﬁé/k,(?) — H?(G,©) est nul si et
seulement si la classe [c;] est nulle dans H?(G, ©).

Preuve : Comme G — Autk][z,y]]/(zy) est un homomorphisme de groupe,
for(z) = fr(fo(2)) et gor(z) = g-(go(x)). Un relévement ¢ de o & E(I%H%)H,
t # 0, s’écrit (Lemme 5.2)

_U'-" i Va i i
5(z) = fo(z) + teS,(y) avec S,(y) = ’OZI:/Z(Z) o ’
o
_VG' i Ua’,z’ zi
5(y) = go(y) + teT,(z) avec Ty(z) = 0 z(:JZ((;) +1 ,

vu comme élément de Aut k[¢]{[z,y]]. Pour avoir un relevement de G a

Aut kle]([z, y])/ (zy — te)
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nous devons vérifier que le 2-cocycle ¢; (o, 7) défini par 1'égalité 67 = ¢ (0, 7)oT
(zy — te) est un 2-cobord. Ecrivons

c1(0,7)(z) = & + tedor(2), (o, THY) =y +tedor(y).

Nous avons

57 (x) = o(fr(2) +teS:(y)) = f+(fo(x) + teS5(y)) + teS- (9o (1)),
57(x) = for(x) + te(f1(fo(2)) 5o (y) + S+ (95 (¥)))-

Or S, (y) = —B- + y(polyndme en y) pour B, = Z=2Voy et fi(z) = Ur(z) +
zU!(z). Donc modulo (zy — te),

57(x) = for(z) + te(=Bo f1(fo(2)) + BoUr0 + UroSo(y) + Sr (95 (1)))-
Nous devons identifier ce terme avec la classe modulo (zy — te) de
€1 (0’ T)E’?'(ZL‘) = far(l') + tg(fz/rf(a:)¢a7'($) + Sa‘r(y))'

Remarquons d’abord que les termes en y coincident. Comme g, (y) =9-(g-(¥)),
Vor(y) = Vo (y)V2(g5(y)). Donc

1= Uoeabor) = 578 (5 = Orre0)
. Vo“r(y) _ 1- U’r,OVvT(gd (y))
= o) (Ul ~Ueolall + =GR L)
Don
¢ 1- a"r,OVaT(y) =U 0 1- UG,OVU(y) + 1- UT OV (ga(y)) .
Vor (y) " Vo (y) Vo () Vr(95(y))
Or
u5a() =~ 2 e iy,
D'ou

Sa'r(y) = UT,OSU (y) + ST (go‘ (y))

(car Uyy Vo0 =1). Les termes en z donnent ¢, ; :

U‘r,o - f;(fa(x)))
for () '

Comme U; 08s + Br = Bor €t for(z) = fo(z) f1(fs(x)) est inversible

Bor B Bo
for(@)  forlx)  fo(z)

Bar(c) = B

¢¢7,T(-_T) =
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Or laction de G sur les champs de vecteur s’écrit

B, 8,
”(f;(x)) T @)

Donc 3 . 5
bo,r () = (@) "( f;(x)) B fc’,(aw)'

De la méme fagon, nous pouvons montrer que

Yor(y) = gzg(;) B "(g’fa(;/)> - gf(c;/)'

Les relevements ¢ de ¢ € G & k{[z,y]]/(zy) définissent une déformation G-
équivariante

[l 6] e

de O a k[e] si et seulement si la classe [c;] de ¢; : G2 — ©,

Bor G- Gs \ 0 aT Or s \ 90
aen) = (5 o wm) re)E @ Gw) ww)w

aT

est nulle dans H?(G, ©). |

Remarque 5.8 : D’aprés le lemme 3.6,
dimyg Exté’c(ﬁo/k, 0) = dimg, H! (G,0) + 61,

avec 01 = 1 si la classe [c1] est nulle et 4y = 0 sinon. D’aprés le calcul
précédent (Proposition 5.7), ce terme §; s’'interpréte comme la contribution
des déformations du point double aux déformations équivariantes. Il est donc
important d’avoir un critére de (non)nullité de cette classe.

Soit G = (o) C Aut % un p-groupe cyclique G qui préserve les branches
et agit trivialement sur ’espace tangent du point double. Notons G, = (o(z)),
Gy = (o(y)) et p*=, p"™v leurs ordres respectifs. Le groupe G, (resp. Gy)
s'identifie au groupe de Galois de extension k((z))/k((tz)) (resp. k((y))/k((t)))
avec k[[t]] = k[[z]]% (resp. k[[ty]] = k[[y]]°¥). Notons G, (resp. B,) 'exposant
de la différente de k((x))/k((tz)) (resp. de k((y))/k((ty))). Par convention cette
différente est égale & -1 si le groupe de Galois est trivial. Avec ces notations,
nous pouvons énoncer le corollaire suivant (voir remarque 5.8) :
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COROLLAIRE 5.9 : Soit G C Aut E%L;y_l)lll un p-groupe cyclique qui préserve les
branches et agit trivialement sur I'espace tangent du point double. Alors

ﬂz+I)J_[ﬂx+11+[2(ﬂy+1)J_[ﬂy+1

. - 2
dlmk Eth,G(QIO/k’ O) = l pnz p”lz p'"'y p"y

|+61,
ol 6; =1 si la classe [c1] est nulle et §; = 0 sinon.

Preuve : Nous avons la suite exacte (Lemme 3.6)
0 — HY(G,8) — Exty (0 /1, 0) — Extp (D4, 0)¢ 5 HA(G,O).
Comme P'action de G est supposée triviale sur 'espace tangent
Extg (05, 0) = Exty(Q /5, 0) ~ k.

Ainsi dim, Extb,c(ﬁ}g/k,(’)) = dimy H'(G,0) + 61 avec §; = 1si ¢ = 0 et
81 = 0 sinon (cette condition est traduite en termes de nullité de la classe [¢;]
dans la proposition 5.7).

1l nous suffit donc de calculer dimg H*(G,©). D’apreés le lemme 5.5, © =
zk|[z]]|0/0zdyk([y]]0/0y. En reprenant la preuve de la proposition 4.1.1 [BeMe],
nous obtenons

s (G ) = 2050 (21,
D’ou le résultat annoncé. ]

Remarque 5.10 : Si pour tout ¢ € G, les conducteurs de o(x), o(y) sont
différents de 1, alors §; = 1. En effet dans ce cas oy = B, = 0, 0 € G, donc
C = 0.

Remarque 5.11 : Rappelons que d’apres la théorie des déformations, la dimen-
sion de I’espace tangent au foncteur de déformation est égale au nombre minimal
de générateur de I’anneau versel de déformations. Le corollaire 5.9 donne donc
une information précise sur ’anneau versel de déformations équivariantes du
point double.

COROLLAIRE 5.12 : Soit G C Aut 2=¥l yp p-groupe cyclique qui préserve les
(zy)

branches et agit trivialement sur l'espace tangent du point double. Alors

dimy, Extg) (2, O) = dimy Ext, (0 1, O) + 82,
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avec &, € {0,1}.

Preuve : La suite suivante est exacte (Lemme 3.8)

Exty (054, 0) = HY(G,0) — Ext} (04 1, O)
— H'(G,Extp (D4, 0)) — H3(G,0).

D’aprés le lemme 5.5, © = zk[[z]|0/0x & yk|[[y]]0/0y. D’aprés la proposition
4.1.1 [BeMe] dimy HY(G,, zk[z]|d/dz) = dimy H?*(G,, zk[|z])d/dz). D’ott

dimy H'(G,0) = dim;, H*(G, ©).

Avec les notations du corollaire 5.9, dimy Im(Exté,(ﬁé/k, 0) — H*G,08)) = 4.
D’on

dimk Extéya(ﬁé,/k, O) =
dimy Extg, (2, O) + dimy, ker (H‘(G, Extg (0, 0)) — H3(G, e)). ]

Remarque 5.13: D’aprés la théorie des déformations, la dimension du groupe
des obstructions Extzo,G (ﬁé) /k» Q) est un majorant du nombre minimal des re-
lations de ’anneau versel des déformations équivariantes du point double. Le
corollaire 5.12 suggere donc qu’il y a “beaucoup” d’obstructions i déformer le
point double.

Entfin, les corollaires 5.9, 5.12 revelent I'importance de la notion d’épaisseur de
la déformation verselle : La déformation formelle équivariante du point double a
pour base %H_%’H ol Ry, est 'anneau versel de la déformation et r € Mp
L’épaisseur de la déformation verselle est définie par e = sup(m,r €
MP ). La nullité de la classe [c;] ( c’est-a dire, la nullité du terme & dans les
corollaires 5.9 et 5.12) traduit que I'épaisseur de la déformation verselle %’%}%ﬂ
est 1: r Z 0mod .M%zm. Plus généralement, il serait intéressant d’interpréter

cohomologiquement 1’épaisseur e de la déformation verselle. Enfin il est naturel

ver *

de demander sous quelle condition sur le groupe d’inertie G du point double,
'action de G peut se relever & une courbe lisse.

Références

[Ar]] M. Artin, Lectures on Deformations of Singularities, Tata Institute of
Fundamental Research, Bombay, 1976.



306

[Ar2]

[BeMa

[BeM§¢)

[DeMul

[Ek]

(Gal
[GrMa)
[Gr1]
(Gr2)

[Gr3)

J. BERTIN ET A. MEZARD Isr. J. Math.

M. Artin, Algebraic approximation of structures over complete local rings,
Publications Mathématiques de I'Institut des Hautes Etudes Scientifiques 36
(1969), 23-58.

J. Bertin et S. Maugeais, Déformations équivariantes des courbes semistables,
dans volume dédié & Pierre Van Moerbeke, Annales de I'Institut Fourier 55
(2005), 1905-1941.

J. Bertin et A. Mézard, Déformations formelles des revétements sauvagement
ramifiés de courbes algébriques, Inventiones Mathematicae 141 (2000), 195-
238.

P. Deligne et D. Mumford, The irreductibility of the space of curves of given
genus, Publications Mathématiques de VInstitut des Hautes Etudes Scien-
tifiques 36 (1969), 75-109.

T. Ekedahl, Boundary behaviour of Hurwitz schemes, dans The Moduli Space
of Curves (R. Dijkgraaf, C. Faber et G. van der Geer, eds.), Birkhauser, Basel,
1995.

M. Garuti, Prolongement de revétements galoisiens en géométrie rigide,
Compositio Mathematica 104 (1996), 305-331.

B. Green et M. Matignon, Liftings of Galois covers of smooth curves,
Compositio Mathematica 113 (1998), 239-274.

A. Grothendieck, Sur quelques points d’algébre homologique, Tohoku
Mathematical Journal 9 (1967), 119-221.

A. Grothendieck, Séminaire de géométrie algébrique, Publications Mathé-
matiques de 'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, 1962.

A. Grothendieck, Fondements de la géométrie algébrique, Extraits du
Séminaire Bourbaki 1957-1962, Sécr. Math., Paris, 1962.

D. Harbater et K. Stevenson, Patching and thickening problems, Journal of

Algebra 212 (1999), 272-304.

Y. Henrio, Arbres de Hurwitz et automorphismes d’ordre p des disques et
des couronnes p-adiques formels, Thése de doctorat, Bordeaux, France, 1999.

L. Illusie, Complex contangent et déformations II, Lecture Notes in Mathe-
matics 240, Springer-Verlag, Berlin, 1971.
S. Lichtenbaum et M. Schlessinger, The cotangent complex of a morphism,

Transactions of the American Mathematical Society 128 (1980), 41-70.

R. Pries, Construction of covers with formal and rigid geometry, dans Courbes
semi-stables et groupe fondamental en géométrie algébrique, (J.-B. Bost,
F. Loeser et M. Raynaud, eds.), Birkhduser, Basel, 2000, pp. 157-167.

M. Saidi, Revétements modérés et groupe fondamental de groupes, Compo-
sitio Mathematica 107 (1997), 319-338.



Vol. 155, 2006 DEFORMATIONS FORMELLES DE REVETEMENTS 307

[Sc]

M. Schlessinger, Functors of Artin rings, Transactions of the American
Mathematical Society 130 (1968), 208-222.

[Vi] A. Vistoli, The deformation theory of local complete intersections,
Prépublication alg-geom/9703008.



